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《 吉 尼 斯 记录 大 全 》 一 书 已 家 喻 户 晓 ， 人 们 在 喝 具 有 吉 尼 斯 
商标 烈性 啤酒 时 进行 友好 的 争辩 ， 此 书 成 为 解决 争端 最 权威 的 信 
息 源 泉 ， 它 成 功 地 记录 了 各 种 英勇 事迹 、 超 常 行为 、 耐 力 表演 等 . 
而 这 些 记录 反 过 来 又 影响 和 激发 了 更 多 人 做 同样 的 尝试 ， 于 是 人 
们 会 看 到 ， 双 人 有 舞 无 休止 地 进行 、 有 人 和 蛇 一 起 呆 在 棺材 里 .这 
些 活动 周而复始 地 举行 ， 只 是 为 了 在 这 本 记录 琐事 的 圣经 中 留 下 
自己 的 名 字 ， 书 中 也 有 体育 记录 以 及 身高 体重 和 生育 等 方面 的 超 
常事 实 等 . 

在 这 本 书 中 很 少 记录 科学 领域 的 事情 ， 事 实 上 ， 科 学 家 尤其 
是 数学 家 在 酒吧 里 喝 红酒 或 啤酒 时 也 很 喜欢 聊天 ， 在 喝 了 一 阵 之 
后 ， 也 会 对 诸如 关于 新 发 现 的 某 种 数 等 各 样 最 新 记录 打赌 

老实 说 ， 假 如 我 在 《 辉 格 标准 报 》 中 能 够 读 到 ， 人 们 在 公众 
场合 的 吵架 是 源 于 对 目前 已 知 的 最 大 杰 生 素数 对 的 激烈 争辩 ， 我 
会 觉得 这 种 吵架 更 文明 一 些 . 

但 是 ， 不 是 每 个 人 都 认为 人 们 之 间 的 争斗 是 所 希望 的 ， 即 使 
这 种 争斗 有 很 重要 的 理由 .所 以 ， 我 想 揭示 某 些 记录 .任何 人 若 
是 知道 更 好 的 记录 ， 请 把 新 的 信息 告诉 我 . 

我 只 讨论 素数 : 它们 是 一 些 自然 数 2,3,5,7,11,… 它们 不 会 被 
任何 比 它 小 的 自然 数 (除了 1 之 外 ) 除 尽 . 若 自然 数 不 是 1 也 不 是 
素数 ， 则 叫 作 合成 数 

素数 是 重要 的 ， 因 为 算术 基本 定理 说 ， 每 个 大 于 1 的 自然 数 
均 是 素数 的 乘积 ， 并 且 这 种 分 解 本 质 上 是 唯一 的 

“哪个 素数 是 特别 的 ? ”不 用 说 ， 这 是 一 个 很 容易 回答 的 问 
Ej. 是 素数 2, 因为 它 是 偶 素数 ! 


遇 到 素数 的 机 会 (例如 1093 和 608981813029) 并 不 大 ， 它 们 
有 各 种 有 趣 的 性 质 、 素 数 彼 此 很 像 表 姐妹 ， 她 们 是 同一 家 族 的 成 
员 ， 彼 此 长 得 很 像 ， 但 又 不 完全 一 样 . 

在 讲述 关于 素数 的 各 种 记录 的 时 候 ， 我 首先 遇 到 的 问题 是 如 
何 组 织 这 些 材料 ， 也 就 是 说 ， 对 于 素数 理论 的 研究 和 发 展 如 何 分 
成 几 条 主线 . 

- 般 来 说 ， 在 研究 某 个 数 集 (我 们 这 里 是 素数 集合 ) 的 时 候 ， 

会 问 到 下 列 一 些 问题 : 该 集合 有 多 少数 ?如何 决 定 任意 一 个 数 是 
和 否 属 于 这 个 数 集 ? 如 何 描述 这 些 数 ? 这 种 数 在 绝对 值 很 大 时 或 在 
小 区 间 中 分 布 如 何 ? 然后 便 集中 注意 这 种 数 的 各 种 类 型 ， 同 时 对 
这 些 数 做 各 种 试验 ， 于 是 像 其 他 科学 领域 中 那样 提出 一 些 猜测 . 

按 这 种 方式 ， 我 们 把 素数 问题 分 成 以 下 几 个 专题 : 

0) 素数 有 多 少 ? 

(2) 如 何 识别 一 个 自然 数 是 否 为 素数 ? 

(3) 是 否 存在 定义 素数 的 一 些 函数 ? 

(4) 素数 的 分 布 如 何 ? 

(5) 哪些 素数 的 特殊 性 质 需要 考虑 ? 

(6) 关于 素数 的 实验 和 概率 统计 结果 . 
在 讨论 这 些 问 题 时 我 们 将 提供 素数 的 有 关 记 录 . 


符号 
m|n 
min 

p° iin 
gcd(m, n) 
lem(m,n) 
log(x) 

Z 

Q 

R 

Cc 


= 
4 
mz 
d 


含义 

整数 m 整除 整数 nn 
整数 m 不 能 整除 整数 n 
p 是 素数 ，p* |n fap tin 
整数 m,n 的 最 大 公 因子 
整数 m,n 的 最 小 公 倍数 
实数 zx > 0 的 自然 对 数 
整数 环 

有 理 数 域 

实数 域 

复数 域 


下 面 列 出 在 书 中 出 现 的 符号 
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含义 

第 个 素数 

小 于 p 的 所 有 素数 的 乘积 ， 或 叫 p 的 素 连 乘 
第 个 费 马 数 ， 及 =22 +1 


d 的 整数 部 分 ， 即 满足 [z] < m < [c] + 1 的 唯一 
整数 [x] 


模 p 的 最 小 原 根 

欧 拉 函数 

Carmichael 函数 

n 的 不 同 素 因子 个 数 

nxz H p(n) 整除 n 一 1 的 合成 数 的 个 数 


+ vii: 


Sp 


(2) i (alp) 
(2) Reel) 
Un = U.(P,Q) 
a = Val P,Q) 
p(n) = p(n, U) 
v(p) 

E 
Wa,p(P) 
Va,s(p*) 

raf ( II r°) 
PU) 

PV) 

U; 
vo( IL pt) 
Pn 

Cn 

My 


+ viii - 


含义 

dn 2 1| p(n) =m} 

a^ —b^ 的 主要 部 分 

m 的 无 平方 因子 

m 的 最 大 素 因 子 

至 多 有 Tlog logn 个 不 同 素 因子 的 整数 n 全 体 
Legendre 符号 


Jacobi 符号 

BRA (P, Q)Lucas 序列 的 第 n 项 
BRA (P, Q)Lucas 序列 的 第 n 项 
n 能 整除 U, 的 最 小 
=p-(D]|p) 

5 X? 一 PX 十 Q 的 两 个 根 a, 8 有 关 的 符号 
=p- (S) ww p sert 
= p'ha olp) EF p FEAT RRL 
lem{a,a(p*)} 

整除 某 项 Un 关 0 的 素数 全 体 

整除 某 项 你 AO 的 素数 全 体 

Un 的 本 原 部 分 


-的 
有 n 位 数字 的 素数 

4 n 位 数字 的 合成 数 

=2%—1, Mersenne 数 


符号 含义 


a(n) n 的 因子 之 和 

t(n) n 的 因子 个 数 

H(n) n 的 因子 的 调和 平均 

V(z) ACER TR 

s(n) n 的 真 因子 之 和 

psp 以 2 为 基 的 拟 素数 

psp(a) 以 a 为 基 的 拟 素数 

Bpsp(n) #{all < a <n — 1, ged(a, n) = 1,nJ psp(a)} 
epsp(a) 以 a 为 基 的 欧 拉 拟 素数 

Bepsp(n) #{all <a<n—1,gcd(a,n) = 1, 33 epsp(a)) 
spsp(a) 以 a 为 基 的 强 欧 拉 拟 素数 

Bspsp (n) #{all <a < n—1,gcd(a,n) = 1,n 为 spsp(a)} 
Ma(m) = (6m + 1)(12m + 1)(18m + 1) 

My (m) = (6m + 1) (12m + 1) [T7? (9 x 2*m + 1) 

Cr M1 <a<n-—1,ged(a,n)=1, Ma™*= 


l(mod n). 满足 上 述 条 件 且 大 于 k 的 合成 数 n 
全 体 (4 k > 1 时 为 Kn5del 数 ) 


Ipsp(P, Q) 具有 参数 (P,Q@) 的 Lucas 拟 素数 

Bipsp(n, D) #{1 < P <n 存在 Q@, 使 得 D = P? -AQ (mod n) 
为 Ipsp(P, Q)} 

elpsp(P,Q) 具有 参数 (P,Q) 的 Euler-Lucas 拟 素 数 

slpsp(P,Q) 具有 参数 (P,Q@) 的 强 Lucas 拟 素数 

n(x) INF z 的 素数 个 数 

p(x) Möbius 函数 

A 与 d 关 0,1 结合 的 基本 判别 式 


符号 

Q(v4) 

Cla 或 Cla 

ha 或 ha 

ed 

Tjoo (N) 

Po[m] 

Po{f(X)] 

f(x) ~ h(x) 

f(x) = g(x) + O(h(z)) 
f(x) = g(x)  o(h(z)) 
(s) 

Bk 

Sk(n) 

Bi(X) 

Zi(z) 

O(a) 

Re(s) 

T(s) 


含义 
=Q(V4) ， 二 次 域 


' Q(Vd) 的 类 群 


Q(Vd) 的 类 数 

Cla 类 群 的 指数 

#{n10 <n < NN,|f(n)| 是 素数 } 

m > 1 的 最 小 素 因 子 

min(Po[f(X)] | k = 0,1,2,---} 

fh DECREASE 

3& f(x) — g(x) 以 h(x) 的 常数 倍数 为 上 界 
差 f(z) — g(x) 与 h(z) 比较 可 忽略 不 计 
RS Zeta 函数 

Bernoulli 数 

TY 

Bernoulli 多 项 式 

对 数 积分 

= Ye. log p, Tschebycheff p% 

s 的 实数 部 分 

Gamma 函数 

欧 拉 常数 

加 权 的 素数 寡 计 算 函 数 

S RC 

van Mangoldt 函数 

van Mangoldt 函数 的 求 和 函数 
Mertens 函数 

#{a|1<a< zx,a 不 是 1,2,.… ,pm 倍数 } 


Trak (a) 
T2.6(Z) 


masla) 


772,6,8 (2) 


B» 


含义 
zeta 函数 在 临界 区 域 的 上 半 平 面部 分 的 第 n 个 
EET 
Ho=otit|O<a<1s(p) =0,0<t<T} 
= Pn+1 — Pn 
XT p 的 连续 合成 数 的 个 数 
= (m | 对 某 个 p > 2,m = g(p)) 
使 得 g(p) = m 的 最 小 素数 p 
log log x 
log log log x 
log log log log x 
Brun 常数 

HRB | p 十 2 < rHp + 2 也 是 素数 } 

= Toa (1- Gap) PEREN 
#{n21 M". < aaa Pnvi— pn = 2k} 
HRB | p < cHp + 2, p + 6 也 是 素数 } 
HERD | p < chp+4.p+ 6 也 是 素数 } 
#{ 素 数 p | p < cp +2,p+6,p +8 也 是 素数 } 


-E(Dt saat ppg) 在 所 有 素数 二 元 组 
(2.96) ERA 

1 1 == 
-X(ltIn ppg) ARBETA 


UN 上 求 和 
1 
-x( m Tp+6 ELI 
四 元 组 (p,p + 2,p+6,p+ 8) 上 求 和 
= 上 表示 存在 允许 的 (k—1)— 数组 b1,b2,…… ,bk-1 


使 得 be-i < z 但 是 不 存在 多 于 上 一 1 个 分 量 的 


. xi: 


Px 

S, So 
r2(2n) 
G'(n) 
(psp)n 
Pr(x) 
Pra(Z) 
已 Pr(z) 
EPra(x) 
SPr(z) 
SPra(z) 
U(x) 


psp(d, a) 


CN(z) 
Ln(z) 


SLr(z) 


含义 

这 种 数组 

= limsup, .oo (n(z +y) — (y) 
HARB | p < z, p = a(mod d)) 

在 算术 级 数 {a + kd | k > 0) 中 最 小 的 素数 
= max{p(d,a) | 1 < a <d,gcd(a,d) = 1} 
Linnik 常数 

k Xa 

Schnirelmann 常数 

2n 表示 成 两 个 素数 和 的 方法 数 

3: (2n | 2n < z,2n 不 是 两 个 素数 和 } 

第 ”个 拟 素数 

小 于 等 于 z 的 基 为 2 的 拟 素数 的 个 数 

小 于 等 于 z 的 基 为 a 的 拟 素数 的 个 数 

小 于 等 于 z 的 基 为 2 的 欧 拉 拟 素数 的 个 数 
小 于 等 于 c 的 基 为 a 的 欧 拉 拟 素数 的 个 数 
小 于 等 于 z 的 基 为 2 的 强 拟 素数 的 个 数 
小 于 等 于 c 的 基 为 a 的 强 拟 素数 的 个 数 
= glor z log log log z/ log log x 


gcd(a,d) = 1 ， 在 算术 级 数 {a+ kd | k 2 0) 中 
最 小 的 拟 素数 


#{n | 1 < ms 和 ez,n 是 Carmichael 数 } 

具有 (P,Q) 参数 日 小 于 等 于 c 的 Lucas 拟 素数 个 
数 

具有 (P,Q) 参数 且 小 于 等 于 z 的 Lucas 强 拟 素 
数 个 数 


符号 

Sp 

h(p) 
Treg(Z) 
Tir(Z) 
ü(p) 

Tis (2) 
Sa,a(x) 
dp(a) 
W(p) 
Hn 

Cn 

Cn (x) 
Wn 
P(T) 
TH (x) 
Santi 

T s(x) (2) 
»(f) 
TX,xX+2k(2) 
Tx2+1(7) 


Nax2+bX+c(T) 


含义 

= cos(2r/p) + isin(2r/p) 

第 p 个 分 圆 域 的 类 数 

Pz HERRN 

p&z 的 非 正规 素数 的 个 数 

p 的 不 正规 指数 

满足 p< z,ii(p) = s 的 素数 p 的 个 数 
#{p 是 素数 | p < x, dp + a 是 素数 } 

= 各 了 了 一 ，p 的 基 为 a 的 费 马 商 
=H, Wilson 商 

we 

=nx2"+1, Cullen 数 

#{n| Cn < z 且 Cn 是 素数 } 
—nx2"—1, Woodall 数 或 第 二 类 Cullen 数 
整除 序列 T = (Th)n>o 中 某 项 的 素数 全 体 
#{p € P(H) | p < z} 

NSW 数 

#{n > 1| If (n)| < z 且 |f(n)| 是 素数 } 
使 得 |f(m)| 是 素数 的 最 小 整数 m > 1 
FARR | p + 2k 是 素数 且 p + 2k < x] 

3 GU | 要 求 p = m? +1,p < x} 

3 GR | 要 求 p = am? + bm + cp < x) 
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第 一 章 ”素数 有 多 少 ? 


这 个 问题 的 答案 是 下 列 基 本 定理 : 
素数 有 无 穷 多 个 . 
我 将 给 出 这 个 定理 的 七 个 证 明 (再 加 上 这 些 证 明 的 四 个 变种 )， 
这 些 证 明 均 由 著名 数学 家 给 出 ， 其 中 有 些 数学 家 已 被 人 遗忘 ， 其 
中 一 些 证 明 引发 出 有 趣 的 新 发 展 ， 另 一 些 证 明 也 很 聪明 和 巧妙 
当然 还 有 更 多 的 关于 素数 无 穷 的 证 明 (当然 没有 无 穷 多 个 证 明 ). 


1.1 欧 几 里 得 (Euclid) 的 证 明 


假设 pl = 2 < p = 3 < … <ypr 是 全 部 素数 , 令 P = 
Pip2…pr 二 1, 并且 p 为 除 尽 PP 的 一 个 素数 , 则 p 不 能 是 pi,p2,…， 
Pr 当中 的 任何 一 个 ， 因 为 否则 ， 将 除 尽 差 数 P — pipa pr = 1， 
而 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 p 又 是 一 个 新 的 素数 ， 从 而 pipz ,pr 
不 能 为 全 部 素数 . o 


我 们 把 素数 按 递增 的 顺序 写成 一 个 序列 
Pp1=2, pa = 3, p3 25, pa 27, puo 
1878 年 ， 库 默 尔 (Kummer) 给 出 欧 几 里 得 证 明 的 一 个 巧妙 的 
新 形式 . 


库 默 尔 的 证 明 假设 只 有 有 限 多 个 素数 pi < po < … cp 
4 N =pip2…pr > 2, 则 整数 N -1 为 一 些 素数 的 乘积 ， 从 而 必 
有 某 个 pi 为 N 的 素 因子 , 于 是 p; RR N-(N-1) = 1, 这 又 推 


LES 


出 矛盾 ! o 

由 杰出 数学 家 给 出 的 这 个 证 明 像 珍珠 那样 圆润 、 光 亮 ， 并 且 
有 简洁 的 美 . 

另 一 个 伟大 的 数学 家 斯 蒂 尔 吉 斯 (Stieltjes) 在 1890 年 给 出 一 
个 类 似 于 库 默 尔 的 证 明 . 

你 是 否 喜 欢 库 默 尔 的 证 明 ? 你 再 与 下 面 一 个 证 明 比 较 
— F, 这 是 一 个 更 漂亮 和 更 简单 的 证 明 . 这 个 证 明 是 纳 吉 
维 奇 (W.Narkiewitz) 告诉 我 的 ， 它 发 表 于 1915 年 《 Intermédiaire 
des Mathématiques 》 第 22 卷 第 253 页 , 文章 作者 为 布 洛 卡 德 (H. 
Brocard), 但 是 他 说 这 个 证 明 是 厄 米 特 (Harmite) 给 出 的 . 它 当然 
也 可 看 成 是 欧 几 里 得 证 明 的 又 一 种 形式 . 

我 们 只 需 证 明 : 对 每 个 自然 数 ns 必 存 在 大 于 n 的 素数 . 为 此 
考虑 NI+1I 的 一 个 素 因 子 即 可 达到 目的 (如 果 你 不 喜欢 第 二 个 惊 
叹 号 ， 可 以 把 1! 写成 1). 

欧 几 里 得 的 证 明 非 常 简单 ， 但 是 在 每 个 阶段 都 没有 给 出 新 的 
素数 的 任何 信息 ， 只 是 说 这 个 新 素数 不 超过 P = pip Pr +1. 
所 以 P 本 身 可 能 是 素数 (对 某 些 n), 也 可 能 是 合成 数 (对 另 一 些 
n). 

对 每 个 素数 p. 我 们 用 pE 表示 不 超过 p 的 所 有 素数 q 的 乘 
积 .根据 都 伯 纳 (Dubner) 于 1987 年 的 建议 ， z# 叫 作 p 的 素 连 
F (primorial). 

下 列 两 个 问题 至 今 均 不 知道 答案 : 

是 否 有 无 穷 多 素数 p, 使 得 p# +1 ARR? 

是 否 有 无 穷 多 素数 p, 使 得 DH 十 1 为 合成 数 ? 


记录 形 如 p# 十 1 的 至 今 已 知 最 大 素数 为 
Caldwell 和 Gallot(2002) 对 于 所 有 p < 120000 试验 ， 发 现 当 


zs 


且 仅 当 p=2, 3, 5, 7, 11, 31, 379, 1019, 1021, 2657, 3229, 4547, 4787, 
11549, 13649, 18523, 23801, 24029, 42209 Bt, p#+1 为 素数 ， 在 
这 之 前 的 工作 可 见 Borning(1972), Templer(1980),Buhler, Crandall 
£j Penk(1982), Caldwell 与 Dubner(1993),Caldwell(1995). 


x 数 十 进 制 位 数 发 现时 间 发 现 人 
392113# + 1 169966 2001 D.Heuer 等 人 
3664393 + 1 158936 2001 D.Heuer 等 人 
1458233 + 1 63142 2000 D.E.Robinson 等 人 


人 们 也 研究 了 形 如 p# — 1 的 数 是 否 为 素数 ? 在 Caldwell 和 
Gallot 的 文章 中 报告 ， 对 于 p< 120000, 当 且 仅 当 p=3, 5, 11, 13, 
41, 89, 317, 337, 991, 1873, 2053, 2377, 4093, 4297, 4583, 6569, 
13033, 15877 时 ， p# — 1 为 素数 . 


欧 几 里 得 的 证 明 还 引发 出 其 他 问题 . 例如 ， 考 虑 序列 qi = 
2,9 = 3, q3 — 7, qa = 43, qs = 139, ge = 50207, gr = 340999, qs 
= 2365347734339, «>» 其 中 gn+1 是 gq192… dn 1 的 最 大 素 因 子 (从 
而 qni # 1.02.7770). Mullin 于 1963 年 问 : 序列 (o)n>1 是 否 
包含 所 有 素数 ? 是 否 只 有 有 限 多 个 素数 不 在 此 列 ? 这 个 序列 是 否 
单调 递增 ? 

关于 第 一 个 问题 ， 容 易 看 出 5 不 在 这 个 Mullin 序列 之 中 . 
1968 年 ， Cox 和 van der Poorten 发 现 了 一 个 给 定 素 数 不 属于 此 
序列 的 充分 性 同 余 式 判 别 法 . 用 这 种 方法 ， 他 们 证 明了 : 对 于 不 
超过 47 的 素数 ， 只 有 2, 3, 7, 43 不 属于 Mullin 序列 . 证 明细 节 可 
见 Narkiewitz(2000) 的 书 . 

关于 第 二 个 问题 ,人 们 倾向 于 认为 有 无 穷 多 素数 不 属于 Mullin 
序列 ， 对 于 最 后 一 个 问题 ， Naur 于 1984 年 将 前 人 的 计算 加 以 扩 


29 


展 ， 证 明了 qo < qe. 所 以 (gn)n>1 不 是 单调 递增 的 . 

1991 年 ， Shanks 考虑 一 个 类 似 的 序列 : h = 2,12 = 3,13 = 
7,14 = 43,l5 = 13,16 = 53,1; = 5, ls = 6221271,--- 一 般 地 ， n+1 
Æ Liles In +1 的 最 小 素 因 子 . Shanks 猜想 每 个 素数 均 属于 这 个 
序列 ,但 至 今 不 知 这 是 否 正确 ， Wagstaf(1993) Xf n < 43 计算 出 
所 及 ,推广 了 Guy 和 Nowakowski(1975) 的 计算 . 

这 些 序列 诸 项 的 计算 需要 决定 最 小 素 因 子 ， 或 者 要 把 相当 大 
的 数 进行 因子 分 解 。 当 数 增 大 时 做 这 件 捉 情 越 来 越 困难 ， 我 们 将 
在 第 二 章 第 2.11D 节 讨 论 因 子 分 解 问题 . 

1985 年 ， Odoni 考虑 一 个 类 似 的 序列 


wy, = 2,12 一 3，… ,Wntl = WW Wn t1 


他 证 明了 :存在 无 穷 多 个 素数 不 是 此 序列 中 任何 一 项 的 因子 . 
当然 ， 也 存在 无 穷 多 个 素数 至 少 是 序列 中 某 项 的 因子 . 


1.2 SHE (Goldbach) 也 有 证 明 ! 


这 个 证 明 的 思想 很 简单 ， 但 富有 成 果 ， 我 们 只 需要 找到 一 个 
自然 数 的 无 穷 序列 1 «a; < az < as <…, 使 任意 两 项 均 互 素 ( 即 
没有 公共 素 因 子 ). 因为 对 于 这 种 序列 ， 令 pi ai WAF, p 
为 oa 的 素 因 子 ， 如 此 下 去 ， 则 pio poss 彼此 不 同 . 

证 明 关键 在 于 ， 最 大 公 因 子 可 以 用 轰 转 相 除法 求 得 ， 不 需要 
这 些 数 的 素 因 子 知识 . 

对 于 一 个 好 的 想法 ， 特 别 是 它 很 简单 的 时 候 ， 很 难 确定 谁 是 
首先 有 此 想法 的 .我 曾 认为 这 个 思想 来 自 P6lya 和 Szeg6( 见 他 们 
1924 年 的 书 ).E.Specker 让 我 注意 到 : Pólya 用 了 Hurwitz(1891) 的 
一 个 习题 . 而 W.Narkiewitz 又 告诉 我 ， 哥 德 巴赫 在 给 欧 拉 的 信 中 


its 


(1730 年 7 月 20~31 A), 写 了 下 面 用 费 马 数 的 证 明 ， 这 也 许 是 哥 
德 巴赫 写 出 的 唯一 的 证 明 . 


RMF, = 27" + 1( > 0) EEEX. 

证 明 对 m 做 归纳 法 可 知 Fm 一 2 = FE Fa. 所 以 当 
n<mit, F, BR Fr -2. 

如 果 素 数 p 同时 除 尽 Fh 和 Fm, 则 它 必 是 Fu — 2 Fd 
公 因 子 ， 从 而 p = 2. 但 是 E, 为 奇数 ， 从 而 不 可 被 2 除 尽 ， 这 表 
明 费 马 数 是 彼此 互 素 的 . n 


前 五 个 费 马 数 为 6 = 3, = 5, Fy = 17, Fy = 257 Ml Fy = 
65537. 容易 验证 它们 都 是 素数 . F 是 10 位 数 ， 并 且 以 后 每 个 费 
马 数 都 差不多 是 前 一 个 费 马 数 的 平方 ， 所 以 增长 得 很 快 ， 一 个 重 
要 的 问题 是 : 哪些 E, 是 素数 或 至 少 求 出 ES 的 一 个 素 因子 . 我 将 
在 第 二 章 回 到 这 个 问题 . 

希望 能 发 现 其 他 无 穷 序 列 ， 使 任 两 项 均 互 素 ， 并 且 构 作 这 个 
序列 时 不 利用 素数 无 穷 的 性 质 ， Edward 于 1964 年 考虑 了 这 个 问 
题 ， 用 递归 方式 定义 了 一 些 序 列 具 有 上 述 性 质 ， 例如， 若 So = 3 
和 a 是 互 素 的 整数 ， So > a > 1 则 由 递归 关系 


Sn — a = Sn-1(Sn-1 — 0) (n21) 
给 出 自然 数 序列 其 中 任意 两 项 均 互 素 . 当 So = 3,a = 2 时 就 给 出 
ROK S = Fy = 2?" 41. 
类 似 地 取 So 为 奇数 而 
Sn = 92 -Qo 
则 整数 序列 Sn 也 是 两 两 互 素 的 . 这 个 序列 由 Lucas 所 考虑 ,我 也 
在 第 二 章 再 回 到 这 个 序列 . 


1947 f£, Bellman 给 出 下 述 方法 ， 不 用 素数 无 穷 性 ， 构 作 彼 
此 互 素 的 无 穷 序 列 ， 先 取 一 个 整 系数 多 项 式 f(X),f(0) #0, f(z) 
不 恒 为 常数 ， 并 且 若 n 和 f(0) HR, Ml f(n) 和 f(0) BAR. R 


后 令 
f) = 1X), fnn(X)= Ffm(X)) (m2 1) 


如 果 对 每 个 m > 1394 fm(0) = f(0, HH n 和 f(0) E 
素 ， 则 整数 n, fi(n), fan) ,fm(n),… 必然 两 两 互 素 .例如 ， 
f(X) = (X 一 1)?+1 满足 上 述 条 件 , 而 f(-1) = 22”+1, 于 是 又 
回 到 费 马 数 ! 

P.Schorn 告诉 我 证 明 素数 无 穷 多 的 下 一 个 方法 , 它 是 Hurwitz 
想法 的 一 个 变种 . 


Schorn 的 证 明 首先 注意 : M1 <i<j<n,W 
ged((n!)i + 1, (nj 4-1) 21 


PRE, $j=i+d,1<d<n, W (n')d 的 素 因 子 均 不 超过 %. 所 
以 
ged((n!)i + 1, (n!)j +1) = ged((n!)i + 1, (n!)d) = 1 
HURIA m 个 , On = m+1, 则 由 上 面 的 事实 可 知 mt t 
个 整数 (m+ ltl «i m+1) 两 两 互 素 ， 从 而 至 少 存在 
m 十 1 个 素数 ， 这 与 假设 矛盾 . 口 


1.3 Piz (Euler) 的 证 明 


这 是 一 个 间接 的 证 明 . 在 某 种 意义 上 说 ， 这 个 证 明 是 不 
自然 的 . 但 是 另 一 方面 ,我 将 指出 ， 这 个 证 明 引 发 出 很 重要 
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的 数学 发 展 . 
殉 拉 证 明 素数 无 穷 多 ， 是 由 于 所 有 素数 的 某 个 表达 式 的 值 为 


EFK. 
对 于 每 个 素数 pp， z < 1. 于 是 有 几何 级 数 求 和 


Sai 1 
Par iem: 
p 
类 似 地 ， 对 另 一 个 素数 9 
1 1 
D 
q 
将 这 两 个 等 式 相 乘 
Decl aput 1 
p q P p qd jet at 
p q 


左边 是 所 有 自然 数 pa (h,k > 0) 的 倒数 之 和 , 由 唯一 因子 分 解 定 
理 知 这 些 自然 数 不 重复 . 这 个 简单 想法 是 证 明 的 基础 . 


欧 拉 的 证 明 设 p1,p2,… ,pn 是 素数 全 体 ， 则 


i 
1 1 . 

waza üsisn 
; 


Pi 


将 这 n 个 等 式 相 乘 ， 得 到 


RES) - f 


i=1 \k=0 
Pi 


左边 是 所 有 自然 数 的 倒数 和 ， 由 算术 基本 定理 ， 每 个 自然 数 恰好 
出 现 一 次 ,但 是 级 数 È 2 是 发 散 的， 而 上 式 左边 有 限 ， 这 导 到 
F 


我 在 第 四 章 要 讲 这 个 证 明 引 伸 出 的 数学 发 展 . 


1.4 Thue 的 证 明 
Thue 的 证 明 只 用 自然 数 唯一 因子 分 解 的 基本 定理 


Thue 的 证 明 先 取 整数 n,k > 1, 并 且 (1 十 n)* <2" 4 
Pi = 2,p2 = 3,… ,pr 是 不 超过 2" 的 全 部 素数 .假设 + < k, 由 基 
本 定理 知 每 个 整数 m(1 < m < 2") 唯一 表 成 


mz2939...p (0< e1,e2, er S n) 


计算 所 有 的 可 能 性 , 给 出 2" < (n4-1)n77! < (n+1)" € (n1) 
< 2". 这 个 矛盾 表明 > > 大 十 1 . 
Hl n = 2k?, h 1 + 2k? < 22( 对 每 个 上 > 1) 可 知 


(1 + 2k3)* < 22h? = 4h? 


所 以 至 少 有 类 + 1 的 素数 UE p c4. 由 于 大 可 任意 大 ， 这 就 
证 明了 素数 有 无 穷 多 个 . D 


这 个 证 明 是 说 ，k+1 是 超 不 过 4 的 素数 个 数 的 一 个 下 界 
这 是 一 个 定量 的 结果 ， 这 个 下 界 当然 很 粗 ， 在 第 四 章 我 将 进一步 
研究 这 类 问题 . 
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1.5 三 个 被 遗忘 的 证 明 


下 面 三 个 证 明 分 别 由 Perott, Auric 和 Métrod 给 出 . 谁 知 道 这 
些 人 的 名 字 ? 如 果 没 有 Dickson 的 《数论 史 》 一 书 ， 他 们 会 被 后 
人 完全 遗忘 ， 这 些 证 明 均 很 巧妙 和 令 人 喜欢 ， 但 是 都 没有 给 数学 
以 新 的 视野 . 


eroe 的 证 明 这 个 证 明 是 1881 年 给 出 的 . 它 利用 级 数 
PE L 是 收敛 的 ， 并 且 其 和 值 小 于 2( 根 据 欧 拉 的 著名 结果 ， 这 个 


NM 7? /6, 我 将 在 第 四 章 回 到 此 ). 事实 上 


CI x 1 Z /1 1 
Dt (i 

假设 只 有 7 个 素数 pi < pz < … < pr MARR N 使 得 
Dips < N, 则 不 被 平方 数 除 尽 的 整数 m < N 共有 2" 个 (27 是 
不 同 素数 乘积 的 个 数 ). Rp? 除 尽 的 m(< N) 最 多 有 N/p; 4. 所 
以 被 某 个 平方 数 除 尽 的 m< N) 最 多 有 Di N/p? ^. 于 是 


oo 


MN 1 
sereY Aer en(Y i-i) erteni- 
i=1 fi 


n=1 


Arp 0 > 0. He N 使 得 N6 >2", 则 给 出 矛盾 . a 


Auric 的 证 明 这 个 证 明 做 于 1915 年 ， 非 常 简单 . 
假设 只 有 r 个 素数 pi < po < … < pr. 取 任 一 整数 t > 1, 
ii N = 以 .由 唯一 因子 分 解 定理 ， 对 每 个 整数 ml < m <N, 
id m = pfpf pf, W (fis fos f): > 0) fim 所 决定 . 
BT pf <p? <m<N=pt. WAM 1< i< r, f; «tE K 
+E = (lgpr)/(IgP1). 于 是 mO < m < N) 的 个 数 N 不 超过 


>g- 


(fis fas ifo) WAR, 即 EN < (LE 41) < P(E +1). t 
充分 大 时 ， 这 个 不 等 式 是 不 能 成 立 的 . 由 此 证 明了 素数 有 无 


穷 多 个 . 口 


Métrod 的 证 明 这 个 证 明 做 于 1917 年 ， 也 很 简单 . 

假设 只 有 7 个 素数 pi < pz < … < pr W N = pp Pr 
对 每 个 1 <igm 令 Qi= N/pi, 则 对 每 个 i, p; 除 不 尽 Qi, 而 当 
jilt, p RRQ; 令 5 = i_i Qi. 如 果 g 是 5 HERAT, 
W q Api, 因为 pi RR Q;G 7 3) 但 是 除 不 尽 Qi, 这 表明 存在 新 
的 素数 ! B 


1.6 Washington 的 证 明 


这 个 证 明 (1980) 要 用 交换 代数 中 关于 主 理想 整 环 、 唯 一 分 解 
整 环 、Dedekind 整 环 和 代数 数论 的 一 些 基本 知识 , 这些 知识 可 见 
这 方面 的 任何 一 本 教科 书 ， 如 Samuel(1967) 的 书 . 这些 知 识 并 不 
十 分 深奥 .下面 列举 我 们 所 需要 的 一 些 事实 . 

(1) 每 个 数 域 (有 理 数 域 的 有 限 次 扩张 域 ) 的 代数 扩张 的 代数 
整 环 都 是 Dedekind 整 环 , 即 每 个 非 零 素 理想 都 唯一 表示 成 素 理想 
的 乘积 . 

(2) 每 个 数 域 中 必 有 有 限 多 个 素 理想 除 尽 任何 给 定 的 素数 p- 

(3) 只 有 有 限 多 个 素 理想 的 Dedekind 整 环 必 是 主 理想 整 环 ,并 
且 每 个 非 零 元 素 (不 计 单 位 因子 ) 均 唯 一 表示 成 素 元 素 的 乘积 . 


Washington 的 证 明 考虑 全 体形 如 a 二 bvV-5 (ab HAM 
数 ) 的 数组 成 的 数 域 . 这 个 域 的 整数 环 是 由 w+bv=5 (a, b 为 通常 
整数 ) 所 组 成 的 .不 难看 出 2,3,1 + V—5,1— V-5 均 是 这 个 整数 
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环 中 的 素 元 ， 因 为 它们 均 不 能 再 分 解 成 一 些 代数 整数 因子 之 积 ， 
使 得 每 个 因子 均 不 为 单位 元 素 £1. 注意 


(1+V-5)(1— vV=5)=2 x3 


是 6 的 两 种 本 质 上 不 同 的 素 元 分 解 ， 所 以 这 个 整数 环 不 是 唯一 分 
解 整 环 . 于 是 它 一 定 有 无 穷 多 个 素 理想 (根据 上 面 的 事实 (3). 然 
后 可 知 有 无 穷 多 个 素数 (根据 上 面 的 事实 (2)). 


1.7 Furstenberg 的 证 明 


这 个 巧妙 的 证 明 使 用 拓扑 学 的 思想 ， 因 为 它 很 短 ， 最 好 我 直 
接 引用 1955 年 文章 中 的 原文 : 

在 这 篇 短文 中 我 们 将 对 于 素数 无 穷 性 给 出 一 个 初等 的 “拓扑 ” 
证 明 . 我 们 在 整数 集合 S 中 , 取 所 有 算术 级 数 (一 00 ~ +00) 89 X, 
S 可 成 为 一 个 拓扑 空间 . 事实 上 , 对 于 这 个 拓扑 , 可 以 证 明 3 是 正 
则 空间 ， 并 且 是 可 距离 化 的 ， 每 个 算术 级 数 是 又 开 又 闭 的 集合 ， 
因为 它 的 补 集 是 具有 用 样 公差 的 其 他 算术 级 数 的 并 ， 于 是 ， 任 意 
有 限 个 算术 级 数 的 并 也 是 闭 集 . 

对 素数 p, 今 Ap 是 了 的 全 部 倍数 组 成 的 集合 .现在 考虑 集合 
A=U Ap, 其 中 p 过 全 部 素数 . MRA 士 1 是 不 在 A 中 的 整数 ， 
由 于 1, -1 显然 不 是 开 集 ， 从 而 A 不 是 闭 集 ， 这 表明 素数 有 无 穷 
多 个 . 

Golomb 将 Furstenberg 的 想法 加 以 发 展 ， 于 1959 年 写 了 一 
篇 有 趣 的 短文 . 


ll 


第 二 章 。 如 何 识别 一 个 自然 数 是 否 为 素数 


高 斯 在 《算术 探究 》 (1801) 一 书 的 329 页 中 写 到 : 

把 素数 和 合成 数 区 分 开 来 和 把 合成 数 分 解 出 素 因子 是 算术 中 
最 重要 和 有 益 的 问题 之 一 e 科学 本 身 的 自尊 要 求人 们 采用 一 
切 可 能 的 手段 来 探索 去 解决 这 个 如 此 精美 和 著名 的 问题 . 

对 于 素性 和 分 解 问题 的 第 一 步 考察 是 清楚 的 ;这 两 件 事 都 有 
jk. 我 指 的 是 存在 一 个 只 包含 有 限 步 的 程序 ， 它 用 到 任何 数 N 
上 ， 都 能 指明 N 是否 为 素数 ， 或 者 当 N 是 合成 数 时 给 出 它 的 所 
有 来 因子 ， 也 就 是 说 ， 给 了 自然 数 N, 依次 对 n = 2,3,… 直到 
[VN]( 不 超过 VN 的 最 大 整数 ) 去 试 n 是 否 整除 N， 如果 这 些 n 
均 不 整除 N, 则 N 为 素数 . 如果 某 个 No 整除 N, 则 N = NoNi， 
从 而 Ni <N. 再 对 No 和 Ni 重复 上 述 程 序 ， RAB NRA 
子 完全 分 解 . 

我 上 面 讲 的 事情 , 似乎 浅显 得 无 话 可 说 了 . 但 是 要 注意 ,对 于 
大 数 N 用 上 述 算 法 来 决定 N 是 否 为 素数 ， 可 能 会 花 很 长 时 间 . 

这 就 触及 到 最 重要 的 实际 方面 : 需要 寻求 一 个 有 效 的 算法 , 使 
它 包含 尽 可 能 少 的 运算 ， 从 而 实现 起 来 花费 最 少 的 时 间 和 财力 . 

我 打算 把 本 章 分 成 几 节 ， 分 别 审视 不 同 的 方法 和 解释 所 需 的 
理论 结果 . 


2.1 Eratosthenes ffy 


我 前 面 说 过 ， 如 果 用 不 超过 VN 的 每 个 n 去 试 除 N, 就 可 决 


定 NN 是 否 为 素数 . 由 于 乘法 比 除 法 运算 更 容易 ， Eratosthenes( 公 
元 前 三 世纪 ) 想 出 一 个 计算 方法 ， 就 是 著名 的 第 法 .对 于 给 定 的 
任何 N, 用 此 法 均 可 决定 N 以 内 的 所 有 素数 以 及 合成 数 的 因子 分 
解 . 现在 用 N = 101 来 说 明 这 个 方法 . 

把 从 2 到 101 的 数 依次 写 下 来 ， 划 去 所 有 2 的 倍数 但 是 留 下 
2. 以 后 每 一 步 ， 对 于 剩 下 数 中 的 最 小 数 p. 划 去 p 的 所 有 倍数 但 
ERF p. 一 直 做 到 p? < 101 时 为 止 . 

这 样 一 来 , 不 超过 VIOL 的 2,3,5,7,… 的 倍数 都 被 划 掉 ，53 
为 素数 因为 它 没有 被 拿 走 ， 所 以 101 以 内 的 素数 为 2, 3, 5, 7, 11, 
13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 
89, 97, 101. 

这 个 程序 是 得 法 的 基础 ， 它 已 被 大 大 地 推广 ， 用 来 估计 满足 

- 些 给 定 条 件 的 素数 个 数 . 


2 3.4 556 7B 8) 
1 213 WKH yi B19 20 
A 2 23 24 26 26 HM BH 29 30 
31 32 38 A 35 36 37 38 39 40 
41 42 43 4A 46 46 47 48 49 50 
Pl 52 53 54 55 56 57 58 59 G0 
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 
71 32 73 JA PK KB KH B 79 3 
91 82 83 84 55 B6 87 W S9 90 
91 92 93 94 95 96 97 98 99 W0 


2.2 关于 同 余 的 一 些 基 本 定理 


在 这 一 节 我 想 描 述 素性 检验 和 求 因子 的 一 些 古 典 方法 . 它们 
依赖 于 同 余 式 的 一 些 定理 、 特 别 是 费 马 小 定理 、 古 老 的 Wilson E 
理 和 欧 拉 对 费 马 小 定理 的 推广 ， 我 还 用 一 小 节 讲 二 次 剩余 ， 这 是 
非常 重要 的 内 容 ， 并 且 以 后 我 会 向 大 家 表明 ， 它 与 素数 检验 也 有 
联系 . 


2.2A” 费 马 小 定理 和 模 p 原 根 


费 马 小 定理 Ep 为 素数 并 且 a 为 整数 ， 则 a? =a (mod p). 
特别 若 a 不 被 p 整除 ， 则 az-1 = 1 (mod p). 


欧 拉 发 表 了 费 马 小 定理 的 第 一 个 证 明 . 

证 明 当 a=1 时 显然 成 立 ， 假设 定 理 对 a 成立， 由 归纳 法 
知 (a +1)? =a? -- 1 5 a-- 1 (mod p). 所 以 定理 对 每 个 自然 数 a 均 
正确 . D 


上 面 的 证 明 只 需要 一 个 事实 : 若 p ARMM 1<k « p— 1, UJ 
二 项 式 系数 (?) 都 是 p 的 倍数 . 

定理 的 直接 推论 是 : # pta, M pla 一 1( 这 表示 p^ | a? — 1 
但 是 prt! {aP — 1), 则 对 每 个 e > 1, p**[aP 07D —1. 注意 对 于 
p —2, fll n 至少 为 2 9. 

由 定理 还 可 推出 ,对 每 个 不 被 p 除 尽 的 整数 a, 均 存 在 最 小 的 
指数 h > 1, 使 得 a* = 1 (mod p). 进而 ，a* 三 1 (mod p) 4 HAX 
当 h|k. 特别 地 ，h|p 一 1. 这 个 指数 h 叫 作 a 模 p 的 阶 ， 注意 
a,02,--- ,a^-! 和 1 模 p 是 彼此 不 同 的 . 

O ”实际 上 nn 至 少 为 3 一 ik. 
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一 个 基本 的 事实 是 : 对 每 个 素数 p, 均 至 少 存在 一 个 整数 o (p 1 9), 
使 得 9 EE p 的 阶 等 于 p — 1. 这 时 ， 集 合 {1,g,… ,9 7?) TERE p 的 
意义 下 等 于 集合 {1,2,… ,p 一 1}. 

每 个 模 p 阶 为 p 一 1 的 整数 g(1< 9 < p—1) ER p 的 一 个 
原 根 .我 们 有 如 下 的 命题 : 

设 p 为 可 素数 ， 大 之 1$- Y. 则 

j=l 
s={ -l(modp) p—1|k 
0 (mod p), p—1tk 

证 明 如 果 p 一 1|k, 则 对 于 1<j<p-1, j* = 1 (mod p). 
从 而 5 三 p 一 1= -1 (mod p). 如 果 p 一 11k, BAR p 的 一 个 原 根 
g, WW g^ #1 (mod p). 由 于 在 模 p 的 意义 下 , 集合 {1,2,… ,p 一 1} 
与 {9,2g,… , (p - 1)g) 相等 ， 所 以 


p-1 
gS= > (gj 三 yi = S (mod p) 
j=1 


从 而 (g* — 1)S = 0 (mod p). 但 是 ptg* — 1, FE S = 0 (mod p). 
口 


高 斯 在 《算术 探究 》 一 书 的 73 、74 节 中 给 出 求 模 p 一 个 原 
根 的 一 个 简单 有 效 的 方法 . 它 的 程序 为 : 

第 1 步 : 任 取 一 个 整数 a, 1 < a < p( 如 取 a = 2)， 写 出 
a, a2, a?,... 的 模 剩余 令 t 为 最 小 正 整数 使 得 a! = 1 (mod p). 
AUR t— p — 1, Wa 是 模 p 的 一 个 原 根 . 否则 作 下 一 步 . 

第 2 步 : 取 任 一 个 整数 b, 1 < b < p HHH b 去 a* (mod p) 
Q«i&t. 令 以 是 满足 b^ = 1 (mod p) 的 最 小 正 整数 . 易 
Alu { t, 否则 bt = 1 (mod p), 但 是 1,4,a?,… ,a^ 是 同 余 方 程 
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X' z 1 (mod p) 的 t 个 模 p 不 同 的 解 ， 从 而 也 是 这 个 同 余 方 程 的 
全 部 解 . 于 是 5 三 am (mod p)( 对 某 个 m, 0 < m < t 一 1), 而 这 与 假 
WO. 如 果 以 关 p 一 1, 记 vv 为 t 和 的 最 小 公 倍数 ， 则 w= mn, 
其 中 mm | usn |u, 并 且 ged(m,n) — 1. 4 a’ = a'/" (mod p), b = 
b"/^ (mod p), Jl] c = a'b B& p HHA mn — v. WMR v — p — 1, W 
2 是 模 p 的 一 个 原 根 ， 否 则 再 用 类 似 于 第 2 步 的 方式 做 下 去 . 

由 于 v» t, 所 以 每 一 步 完 成 之 后 ， 或 者 给 出 模 p 的 一 个 原 
根 ， 或 者 得 到 一 个 整数 ， 它 的 模 p 有 更 大 的 阶 ， 所 以 这 个 程序 必 
定 会 停止 于 得 到 一 个 模 p 阶 为 p 一 1 的 整数 ， 这 个 整数 就 是 模 p 
的 一 个 原 根 . 

高 斯 用 p = 73 来 说 明 这 个 程序 ， 发 现 g = 5 是 模 73 的 一 个 
原 根 . 

上 面 程序 可 给 出 模 p 的 一 个 原 根 ， 但 它 不 必 是 模 p 的 最 小 原 
AR gp (1 < gp < p). 为 决定 gp 需要 依次 决定 a = 2,3,… 模 p 的 
Wr. 不 存在 统一 的 方法 ,对 所 有 的 素数 p 来 预测 模 p 最 小 原 根 . 但 
是 关于 gp 的 大 小 有 一 些 结果 . 1944 年 Pillai 证 明了 : 存在 无 穷 
多 个 素数 p, 使 op > Clglgp( 这 里 C 是 一 个 正 的 常数 ). 特别 地 ， 
lim supp_,w gp = oo. 几 年 之 后 ， 利 用 关于 算术 级 数 中 素数 分 布 的 
Linnik 深刻 定理 ( 见 第 四 章 ),Fridlender(1949) 和 Salié(1950 ) 独立 
地 证 明了 对 无 穷 多 个 P gp > Clgp, 其 中 C 是 某 个 正 的 常数 ， 另 
一 方面 ， gp 不 能 增长 得 太 快 ， 1962 年 Burgess 证 明了 对 充分 大 
的 p 

gp S Cpt (e > 0,C > 0 为 常数 ) 

Grosswald(1981) 将 Burgess 结果 改进 得 更 加 明确 : 若 p > en, 
则 gp < p0-499 | 

Vinogradov 证 明 的 一 个 较 弱 的 结果 (用 1/2 代替 1/4) 已 收 在 
(OQ 在 这 方面 ， 中国 解析 数论 学 者 们 有 不 少 更 好 得 结果 — 译 者 注 . 
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Landau 的 《数论 讲义 》 (Vorlesungen über Zahlentheorie), 第 VII 
部 分 ， 第 十 四 章 之 中 ( 见 本 书 “ 一 般 参 考 文献 ”). 

下 面 是 一 个 初等 结果 (问题 由 Powell 于 1983 年 提出 ， 而 由 
Kearnes 在 1984 年 解决 ). 


对 每 个 正 整数 M， 存 在 无 穷 多 个 素数 p, 使 得 M < gp < 
p- M. 


下 面 的 表 2.1 对 于 所 有 素数 p < 1000 给 出 模 p 最 小 原 根 . 

粗 粗 地 看 一 下 这 个 表格 就 会 提出 一 个 问题 : 2 是 否 为 无 穷 多 
个 素数 的 原 根 ? 更 一 般 地 ， 若 az 士 1 并 且 不 是 平方 数 ， a 是 否 
为 无 穷 多 个 素数 的 原 根 ? 这 是 一 个 困难 的 问题 ， 在 第 四 章 我 要 回 
到 这 个 问题 . 


2.2B Wilson 定理 
Wilson 定理 若 p 为 素数 ， 则 (p — 1)! = —1 (mod p). 
证 明 这 是 费 马 小 定理 的 一 个 推论 ， 因 为 1,2,… ,p 一 1 是 同 


余 方 程 Xz-1 — 1 = 0 (mod p) 的 根 ， 而 根 的 个 数 不 能 多 于 多 项 式 
KM, FE 


XP) —1 = (X - U(X —2)---(X - (p — 1)) (mod p) 


比较 常数 项 ， 得 到 -1 (-1)-!(p — 1)! = (p — 1)! (mod p)( 当 

p= 2 时 此 式 也 对 ). n 
Wilson 定理 给 出 素数 的 一 种 刻画 方式 . 设 N > 1 为 自然 数 ， 

. BURN 不 是 素数 ， 则 N = mn(1 < mn 和 N -1) Tm XN 


Ch 


和 (N 一 1)! 的 公 因子 ， 这 表明 (N — 1)! x —1 (mod N). 


表 2.1 模 p 最 小 原 根 


3 5 2 
2 5 
5 2 137 3 307 5 487 3 677 2 883 2 
7 139 2 311 17 491 2 683 5 887 5 
11 2 149 2 313 10 499 7 691 3 907 2 
13 2 151 6 317 2 503 5 701 2 911 17 
17 3 157 5 331 3 509 2 709 2 919 T, 
19 2 163 2 337 10 521 3 719 11 929 3 
23 5 167 5 347 2 523 2 727 5 937 5 
29 2 173 2 349 2 541 2 733 6 941 2 
31 3 179 2 353 3 547 2 739 3 947 2 
37 2 181 359 7: 557 2 743 5 953 3 
41 6 191 19 367 6 563 2 751 3 967 5 
43 3 193 5 373 2 569 3 757 2 971 6 
47 5 197 2 379 2 571 3 761 977 3 
53 2 199 3 383 5 577 5 769 1i 983 5 
59 2 211 2 389 2 587 2 773 2 991 6 
61 2 223 3 397 5 593 3 787 2 997 % 
67 2 227 2 401 3 599 7 797 2 
TV 7 229 6 409 21 601 7 809 3 
73 5 233 3 419 2 607 3 811 3 
79 3 239 T 421 2 613 2 821 3 
83 2 241 7 431 7 617 3 823 3 
89 3 251 6 433 5 619 2 827 2 
97 5 257 3 439 15 631 3 829 2 
101 2 263 5 443 2 641 3 839 1 
103 269 449 3 643 11 853 


COGN 


但 是 ， Wilson 这 种 对 素数 的 刻画 方式 对 于 判定 N 的 素性 没 
有 实际 价值 ， 因 为 目前 没有 好 的 算法 来 快速 计算 N!( 比 如 说 ， 没 
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A lg N 步 的 算法 ). 
2.2C Giuga 和 Wolstenholme 性 质 


现在 考虑 素数 的 另 一 些 性 质 . 首先 ， 若 2 为 素数 ， 则 由 费 马 
小 定理 有 


LI +2 4... 4 (p - 17! = —1 (mod p) 


1950 年 Giuga 问 反 命题 是 否 成 立 ， 若 n > 1 并 且 on 整除 INT + 
27-1... (n - 1)^71 +1, 则 是否 必 为 素数 ? 

容易 证 明 ，n 满足 Giuga 条 件 当 有 旦 仅 当 对 n 的 每 个 素 因子 p, 
均 有 pp?(p 一 1) |n — p. 因为 记 n= pt, 则 Giuga 条 件 变 成 


pt-1 


A — 14 V j^! =0 (mod p) 
j=l 
而 条 件 pz(p - 1) | pt -p 等 价 于 p Al p —1353&9g t — 1. 但 是 
pt 一 1= (p — Dt * (t — 1), 由 费 马 小 定理 
pt 一 1 


4=1+ V j} S 1-8 (mod p) 


j=1 


ith s - S5 y. 因此 
j=l 
uc 1-t(modp) p-1|t-1 
= 1 (mod p), p-11t-1 


所 以 当 4=0(mod p) Ht, p—1 和 p 均 整除 t 一 1. 反 过 来 ,这 后 
两 个 条 件 推出 4 三 0 (mod p) 并 且 p1 t, Am n PTA, 因此 
A=0 (mod n). D 
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由 此 可 知 , Æ n 满足 Giuga 条 件 , 则 对 n 的 每 个 素 因子 pon = 
p € 1 (mod p — 1). 这 表明 当 p|n 时 必 有 p 一 1|n 一 1. 满足 这 个 
条 件 的 合成 数 叫 作 Carmichael 数 . 

我 在 2.9 节 将 指出 这 个 条 件 是 很 强 的 限制 . 但 不 管 怎样 , 现在 
已 经 知道 ， 若 合成 数 n 满足 Giuga 条 件 ， 则 n 至 少 有 12000 位 ， 
见 Bedocchi(1985),Borwein 和 Girgensohn(1996). 


Wolstenholme 性 质 
1862 年 ，Wolstenholme 证 明了 如 下 一 个 有 趣 的 结果 : 若 p > 5 
为 素数 ， 则 
1 


tapepe pai 
2 3 p-1 


的 分 子 被 p? 整除 ， 而 
Tp 
2? 3? (p- 1)? 
的 分 子 被 p 整除 . 
证 明 可 见 Hardy 和 Wright(1938) 的 书 ( 见 本 书 的 一 般 参 考 文 
献 ). 根据 这 个 性 质 不 难 推出 ， 若 n > 5 为 素数 ， 则 
m » ) = 1 (mod n?) 


n-1 


反 过 来 是 否 成 立 ? 这 个 问题 是 由 J.P-Jones 在 许多 年 以 前 提出 的 ， 
至 今 未 能 解决 ， 如 果 答 案 是 肯定 的 ， 将 会 对 素数 给 出 形式 简单 的 
一 个 有 趣 的 刻画 . 

这 个 问题 自然 地 引出 下 面 一 些 概念 和 问题 . 设 n > 5 为 奇数 ， 


sone (22) 


id 
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对 每 个 大 > 1 可 以 考虑 集合 
Wr = (Zi n > 5| A(n) = 1 (mod n*)) 


则 Wi > Wa > Wa 2 Wa 2 ---. Bi Wolstenholme 定理 可 知 ， 每 个 
KF 3 的 素数 均 属 于 Wa Jones 的 问题 相当 于 :Ws 是 否 恰好 是 大 
于 3 的 全 部 素数 组 成 的 集合 ? 

属于 Wa 的 素数 叫 作 Wolstenholme 素数 ， 今 天 只 知道 两 个 
Wolstenholme 素数 : Selfridge 和 Pollack 于 1964 年 发 现 的 16843 和 
Carndall,Ernvall,Metsánkylà 于 1993 年 发 现 的 2124679. McIntosh 
在 1995 年 通过 计算 得 到 , 在 p < 5x108 时 没有 新 的 Wolstenholme 
素数 . 

W: 中 包含 所 有 Wolstenholme 素数 的 平方 McIntosh 猜想 
它们 是 Wo 中 的 全 部 合成 数 ， 并 且 验 证 了 这 个 猜想 在 10° 以 内 是 
对 的 : We 中 109 以 内 的 合成 数 只 有 n = 283686649 = 168432. 

McIntosh 认为 存在 无 穷 多 个 Wolstenholme 素数 ， 要 证 这 个 
论断 是 很 困难 的 . 


2.2D ”素数 整除 a! HRADR 


1808 年 ， 勒 让 德 决定 了 素数 p 整除 a! WATT (BP zm|lal 
的 m). 将 a 表示 p 进 制 形式 


H 


à = app" + ay ip^ 十 … 十 alD 十 ao 


Hp pt <a < ptt! Mj O <a < p 一 1(i = 0,1,---,k). 整数 
20,01,::: ,ak 叫 作 a 的 p 进展 开 中 的 各 位 数字 . 

例如 ， 对 于 5 进展 开 ，328 —2.5?--3.5?.- 3, 从 而 328 的 5 
进展 开 式 中 各 位 数字 为 2,3,0,3. 采用 这 种 记号 ， 我 们 有 


42914 


m S|) a— (a9 +a, +--+ t ax) 
= “Pi p-1 


WEB] 根据 定义 ， al = p"b p[b Wa= qpr 之 
0,0«mn «p. Wa = Ch 不 超过 a 的 整数 中 被 p 整除 的 为 
p,2p,… qp (<a). 于 是 p^ (n!) = p™b', pth. 这 表明 qi 十 mi = 
m, 其 中 p™ |a. 由 于 ai < a, 可 用 归纳 法 得 到 


m= e [8] +B] + 


但 是 容易 验证 


1 - T - aa 


从 而 


- 92. 


于 是 


E 

a 
» [5] =a, - ax(p-F 1)  as(p +p+ 1) 
i=0 


do di + pk? 4-.-4+p41) 


je 7 1) + aa(p? — 1) orar ~ 1)} 


P 
ee (ao +a, 十.… 十 ak)} a 


18524, Kummer 用 勒 让 德 的 结果 决定 了 pl (71^) 的 m, 其 


(1*- ex? (a2 1,521) 


a alb! 


中 


DA 


à — ag c ap: 4 up 


b= bo +bipt+--- + bip 
其 中 0 < aub < p- 1, 并 且 a. 和 至 少 有 一 个 不 为 零 . 记 
Sa = L ai 和 Sp = » DNA p 进展 开 式 的 数字 和 .如 下 依次 
定义 ci (0 € ci & p - 1) Me; € {0,1}: 
ao + bo = €op + co 
Eo aibi = epa 


&g 1 + at + bi = Ep e 
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将 这 些 等 式 分 别 乘 以 1, p, p^, 然后 相 加 ， 得 到 
atb+eqpterp? +--+ eap 
Scop + £p? +++ + ecap beg! esc ep cep 


因此 ao+b= co c cip + ep! + ept, XE a+b BS p MERIT 
sh. 类 似 地 ， 将 这 些 等 式 相 加 ， 得 到 


Sa + Sp + (Eo +E1 6-1) = (E0 er b b Et)p + Satb — Et 
由 勒 让 德 结果 
(p — 1)m = (a+b) — Satb -a + Sa -b+ S, 
= (p- 1)(6o +61 ++: + €t) 
从 而 证 明了 如 下 结果 : 


Kummer 定理 X p™|\(*7°), A m = co +61 + + er € 
们 是 将 a fo bik p Halia mmt HE KK. 


Lucas F 1878 年 又 重新 发 现 了 Kummer 的 这 个 定理 . 1991 
4E, Frasney 把 这 个 结果 进一步 推广 到 p 进 整数 的 情形 . 

勒 让 德 和 Kummer 的 结果 在 p 进 分 析 中 有 许多 应 用 ， 在 本 书 
第 三 章 3.3 节 也 有 应 用 . 


2.2E ”中 国 剩余 定理 


我 的 兴趣 虽然 主要 在 素数 ， 但 是 无 法 避免 研究 一 般 整 数 的 问 
题 ， 特 别 是 在 许多 问题 中 要 同时 考虑 多 个 素数 的 时 候 ， 因 为 整数 
以 唯一 的 方式 分 解 成 素数 方 寡 的 乘积 . 

整数 n 及 其 素数 寡 因 子 之 间 的 一 个 关键 性 的 联系 是 很 古老 
的 ， 熟知 它 来 源 于 古代 中 国 ， 所 以 叫 作 中 国 剩余 定理 . 但 是 A. 
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Zachariou 在 私人 通信 中 告诉 我 ， 在 这 之 前 希腊 人 就 知道 这 个 结 
Ro 由 于 希腊 人 发 现 了 许多 定理 ， 我 对 这 个 结果 还 是 采用 传统 
的 名 称 . 我 相信 每 个 读者 都 知道 它 : 


# mna ,nk 是 大 于 1 的 两 两 互 素 的 整数 ,而 aaz an 
为 任何 整数 ， 则 存在 整数 a, 使 得 


a=a, (mod nj) 


a@=az (mod n2) 


aca, (mod nx) 


进而 ， 整 数 a 也 满足 上 述 同 余 式 组 当 且 仅 当 a =a’ (mod nin 
snk). 所 以 在 OS a < nina ny 条件 下 有 唯一 的 整数 a 满足 
上 述 同 余 式 组 


证 明 很 简单 ， 可 在 许多 书 中 找到 ， 也 可 见 Mozzochi(1967) 的 
短文 . 

中 国 剩余 定理 有 许多 应 用 ， 据 说 这 是 中 国 将 军 们 清点 士兵 人 
数 的 方法 : 


七 七 报 数 ! 
七 人 一 行 排队 ! 
十 一 人 一 行 排队 ! 
十 三 人 一 行 排队 ! 
十 七 人 一 行 排队 ! 
每 次 只 计算 不 够 一 行 的 人 数 , 聪明 的 将 军 可 以 知道 士兵 确切 
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的 人 数 @. 

下 面 是 中 国 剩余 定理 的 另 一 个 应 用 . Bn = pip2…pk 是 不 
同 素数 的 乘积 ， 如 果 g; HR p 的 原 根 (1 < i < 1), 而 g 为 整数 ， 
1<g<n-1, 并 且 对 每 个 i=1,2,… ,k, g = gi (mod p;), 则 g 模 
pi 的 阶 为 pi 一 1(1<i<k), 并 且 g 模 nn 的 阶 为 [I 人 (pi 一 1)® 


2.2F KHAM 


欧 拉 引入 一 个 函数 ( 欧 拉 函 数 ), 用 以 推广 费 马 小 定理 . 
对 每 个 > 1, 以 p(n) 表示 从 1 到 nn 之 中 与 n 互 素 的 整数 个 
数 ， 如 果 n =p 为 素数 ， 则 o(p) =p 一 1. 进 一 


plp") = »*(p-1) = p (1 — 5) 


LË m Al n 是 互 素 的 正 整 数 ， 则 yp(mn) = e(m)e(n), 即 o 是 


积 性 函数 ， 寺 是 对 每 个 整数 n = [T P* (乘积 过 n 的 所 有 素 因子 ， 
k > 1), 则 


- [Io - »-2[I(1 - 2) 
p E 了 
一 个 简单 性 质 为 ， = Day ed) 


欧 拉 证 明了 欧 拉 定理 : 
欧 拉 定 理 ” 若 gcd(a,n) = 1, A] a?'™ = 1 (mod n). 


证 明 记 7 = pln). 4 bib, 是 模 n 彼此 不 同 余 并 且 
均 与 n 互 素 的 整数 ， 则 abi,- Lab. 仍 具 有 这 些 性 质 ， 于 是 集合 


© 关于 中 国 剩余 定理 的 确切 历史 ， 可 见 中 国 数论 书籍 (如 华罗庚 《 数 
论 导 引 》) 所 述 — 中 译 者 . 
© 应当 为 pi 一 1(1<igk) 的 最 小 公 倍数 一 中 译 者 . 
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{ ) 和 {ab1,… ,abr} BE p 为 同样 的 集合 .从 而 


« TI = Io = II^ (mod n) 
i=l 


ist i=1 
这 表明 


(a^ — 1) [] b: = 0 (modn) 


i=l 


因此 a" = 1 (mod n). a 


像 讲述 费 马 小 定理 时 的 情形 一 样 ， 由 欧 拉 定理 也 可 得 出 ， 存 
在 最 小 正 整数 e 使 得 we = 1 (mod n).e WE a Hin WM. Xp n X 
素数 ， 这 个 定义 与 前 面 一 致 .我们 也 有 : a" 三 1 (mod n) 当 且 仅 
"4 elm. 特别 地 ， elp(n). 

人 们 自然 要 问 : 给 了 m > 2, 是 否 一 定 存在 与 n 五 素 的 整数 a, 
使 得 a BE n 的 阶 为 p(n) ? 回忆 当 n = p 为 素数 时 ， 这 样 的 a 是 
存在 的 ， 即 是 模 p 的 原 根 . 若 n = p (ARRITI RE), 这 也 成 立 . 
更 精确 地 说 ， 下 列 三 个 命题 是 彼此 等 价 的 . 

(i) 9 为 模 p 原 根 并 且 gr~ #1 (mod p?) ; 

(ii) g 为 模 p? 原 根 ; 

(iii) 对 每 个 e > 2,g ER pe JAIR. 

例如 ， 10 是 模 487 的 原 根 ， 但 是 10486 = 1 (mod 4872), 所 以 
10 不 是 模 487? 的 原 根 . 当 10 固定 时 这 是 说 明 这 种 现象 的 最 小 的 
例子 ， 另 一 个 例子 为 14 模 29. 

{HAE n 被 4p 或 pq 整除 时 (其 中 p 和 g 是 不 同 的 奇 素数 )， 
则 没有 与 n 互 素 的 a, 使 得 a BE n 的 阶 为 p(n). 这 是 由 于 : 不 难 
看 出 a 模 n 的 阶 最 多 为 函数 An), 它 是 Carmichael 于 1912 年 按 


i r 


下 面 方式 定义 的 : 
A(1) 21, A2)=1, A4)=2 
A(27)22"? (rz3) 
Ap") =D (p-1) =v") (A FRED AT RA p Al r > 1) 
AQ pi p? pz) = lem{A(2"), py!) ,Ap27)) 
(这 里 lem 表示 最 小 公 倍 数 ) 
注意 Aln) 整除 p(n), 但 可 能 比 p(n) 要 小 ， 而 且 有 与 n HE 
的 整数 a, 使 得 a EE n 的 阶 为 和 (n). 
我 想 利用 这 个 机 会 更 仔细 地 讨论 一 下 欧 拉 函 数 . 首先 考 
R Lehmer 问题 ,然后 研究 ”的 取 值 问题 ,包括 取 值 重复 度 ， 
不 取 哪 些 值 ， 以 及 ”的 平均 值 等 . 


Lehmer 问题 

对 于 素数 p,p(p) =p 一 1.Lehmer 在 1932 年 问 : 是 否 存在 合成 
Bon, 使 得 p(n) | n - 1? 这 个 问题 至 今 没有 解决 ， 而 且 在 今天 看 
来 ， 离 解决 此 问题 似乎 仍旧 和 Lehmer 在 70 年 前 提出 它 时 一 样 的 
通 远 ， 如 果 答 案 是 否定 的 ， 将 给 出 素数 的 又 一 个 刻 面 . 

如 果 不 能 解决 这 个 问题 ， 我 们 还 可 以 说 些 什 么 ? 有 许多 原因 
显示 出 不 大 可 能 有 合成 数 n, 使 得 p(n)ln — 1. 

(a) 这 种 数 一 定 很 大 (如 果 存 在 的 话 ) ; 

(b) 这 种 数 一 定 有 许多 素 因子 (如 果 存 在 的 话 ) ; 

(c) 不 超过 c 的 这 种 数 的 个 数 有 上 界 f(z), 其 中 f(z) 与 > 相 
比 是 很 小 的 函数 . 

Lehmer 在 1932 年 证 明了 : An 是 合成 数 并 且 e(n)In -1 则 
为 无 平方 因子 的 奇数 , 并 且 它 的 不 同 素 因 子 个 数 w(n) > 7. 后 来 
Schuh(1944) 又 改进 为 w(n) > 11.1970 年 ， Lieuwens 证 明了 : 若 
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3|n, M w(n) > 213 FFA n > 5.5x 10°. 而 当 301 n AT, w(n) > 13. 


记录 

1980 年 Cohen 和 Hagis 证 明了 : Zr n 为 合成 数 并 且 e(n)In -1, 
则 n> 1020 并 且 w(n) > 14.Wall(1980) 证 明了 : # gcd(30,n) = 1, 
则 w(n) > 26. 而 当 3|n” Et, Lieuwens 的 结果 目前 仍 是 最 好 的 . 


1977 年 Pomerance 证 明了 : 对 每 个 充分 大 的 正 实 数 x, 以 L(x) 
表示 满足 p(n)ln -1A n <r 的 合成 数 个 数 ， 则 


L(z) < z^ (lgz)!/* 


并 且 当 w(n) =k Hf, n< k”. 


欧 拉 函 数 的 取 值 

不 难 证 明 ， 欧 拉 函 数值 不 能 取 遍 所 有 正 偶数 ， 比 如 Schinzel 在 
1956 年 证 明了 ， 对 每 个 > 1, 2 x 7* 都 不 是 欧 拉 函 数值 . 

1976 年 Mendelsohn 证 明了 : 存在 无 穷 多 个 素数 p, 使 得 对 每 个 
k > 125p 均 不 是 欧 拉 函 数值 关于 欧 拉 函 数 有 趣 的 取 值 ， Erd5s 于 
1946 年 提出 一 个 猜想 : 对 每 个 上 > 1 均 有 使 得 p(n) = kl.Lambak 
上 1948 年 给 出 此 问题 的 解 ， 后 来 又 由 Gupta(1950) 给 出 同样 结果 . 

下 面 结果 表明 欧 拉 函数 值 的 分 布 是 多 么 混乱 ，Somayajulu 于 
1950 年 证 明了 


> 1 
limsup fU t D S, meen PLS 


n» p(n) n=>œ p(n) 


这 个 结果 由 Schinzel 和 Sierpiński 加 以 改进 , Ul, Schinzel(1954) : 
所 有 e(n-- 1)/e(n) 组 成 的 集合 在 正 实数 集合 中 稠密 . 
Schinzel,Sierpifiski(1954) 和 Schinzel(1954) 中 还 证 明了 : 对 每 
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个 mk > 1, 存在 n,h > 1 使 得 对 所 有 i=1,2,.…,k 均 有 
y(n +i) v(h - i—1) 
vni-1)^ "^ plh + i) 


最 后 ， 所 有 e(n)/n 组 成 的 集合 在 区 间 (0, 1) 中 稠密 . 


欧 拉 函数 值 的 重复 度 
现在 谈 欧 拉 函 数 的 “重复 度 ”， 即 考察 一 个 函数 值 p(n) 可 以 
取 多 少 次 . 为 了 系统 地 解释 这 方面 的 结果 ， 最 好 引入 某 些 记号 . 


对 于 mm >1, 令 
Ve(m) = #{n > 1 | y(n) = m} 


Vs(m) 都 可 能 取 哪 些 值 ? 我 已 经 说 过 : 存在 无 穷 多 个 偶数 m, 
使 得 V (m) = 0. 下 面 事 情 也 是 对 的 : 对 于 m = 2 x 3t (k > 1), 
则 p(n) = m 恰好 在 n = 399? 或 者 n = 2 x 36k+2 的 时 候 ， 所 以 
有 无 穷 多 整数 m, 使 得 We(m) = 2. 

不 难 证 明 对 每 个 m > 1, Vp(m) 7 oc. 

Pillai(1929) 有 以 下 结果 : 


sup{V,(m)} = oo 


Schinzel 于 1956 年 给 出 一 个 简单 的 证 明 . 换 句 话说 ， 对 每 个 
k > 1, 均 有 整数 me, 使 得 存在 至 少 上 个 整数 n, 使 得 p(n) = me. 

Sierpiński 有 一 个 更 强 的 猜想 : 对 每 个 整数 人 > 2, 均 存在 m > 1, 
使 得 == Vo(m). 采用 很 精细 的 方法 ，Ford(1999) 证 明了 这 个 猜想 . 


Carmichael 猜想 

在 欧 拉 函数 取 值 重复 度 方面 起 主导 作用 的 是 Carmichael 于 
1922 年 提出 的 以 下 猜想 : 1 不 是 Vo 的 取 值 ， 也 就 是 说 ， 给 了 任 
{n> 1A n l, n +n, HE y(n’) = y(n). 
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1947 4E, Klee 证 明了 此 猜想 对 p(n) < 10799 的 每 个 成 
XL. 利用 Klee 的 方法 ， Masai 和 Valette (1982) 改进 到 y(n) < 
1019999 Schlafly 和 Wagon 本 质 上 仍 采 用 Klee 方法 但 加 入 大 基 计 
算 ， 于 1994 年 将 此 猜想 反例 的 下 界 提 高 很 多 : 如 果 Vo (n) = 1, W 
n > 1010 .Ford(1998) 采用 更 有 力 的 方法 ， 进 一 步 将 此 下 界 改 进 为 
n> 1010, 

Wagon Xf Carmichael 猜想 也 写 过 一 篇 文章 , ELE The Mathe- 
matical Intelligencer (1986) E. 计算 结果 均 支持 Carmichael 猜想 
是 对 的 , 但 是 Pomerance(1974) 证 明了 : 如 果 m > 1, 并 且 对 每 个 
满足 条 件 p — 1 | elm) HRZ p HA p? | m, W Vo (e(m)) = 1. 

于 是 ， 若 满足 上 述 条 件 的 m 存在 ， 则 Carmichael 猜想 不 正 
确 . 但 是 这 种 m 的 存在 性 问题 一 直 未 能 解决 , 很 可 能 是 不 存在 的 . 

关于 Carmichael 猜想 近来 最 重要 的 结果 是 K.Ford(1998) 给 出 
的 ， 对 每 个 x > 0, 令 E(x) = #{n | 1 < n<z, 并 且 存 在 k > 1, 
使 p(k) = n}, Ez) = 4(n| 1 € n < z, 并且 存在 唯一 的 k, 使 
p(k) = n).Carmichael 猜想 是 说 对 每 个 2  0,E;(z) = 0. 而 Ford 
证 明了 : 若 Carmichael 猜想 不 成 立 ， 则 存在 C > 0, 使 得 对 充分 大 
AY a, jf E(x) < CE (x). 由 此 提出 Carmichael 猜想 等 价 于 

lim inf B(x) = 


rox Ez) 


0 


Ford 还 证 明了 E,(10!°) = 0. 

最 后 , 作为 Carmichael 猜想 的 一 个 推广 ， 人们 相信 每 个 s 1 
都 是 V. 的 取 值 ， 这 是 Sierpiński 的 一 个 猜想 .我 在 第 六 章 6.2 节 
要 指出 ， 这 是 另 一 个 未 被 证 明 的 有 趣 猜 想 的 推论 . 

Vo 的 取 值 重 复 度 又 会 怎样 呢 ? 我 已 经 提 到 过 , 存在 无 穷 多 个 
m 不 是 o 的 取 值 ， 即 Vs(m) = 0. 所 以 Vs 无 穷 多 次 取 值 为 0. 
Erdós 在 1958 年 将 此 作 了 推广 : 若 s> 1 为 VS 的 取 值 ， 则 Vs 必 
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然 无 穷 多 次 取 值 为 s( 请 用 欧 拉 函数 的 语言 直接 叙述 这 个 结果 ， 以 
检验 你 是 否 理解 我 的 数学 记号 ). 


欧 拉 函数 的 增长 程度 

我 还 没有 谈 及 函数 o 的 增长 程度 ， 由 yw(p) = p 一 1( 对 每 个 素 
数 p) 可 知 limsup(y(n)) = oc. 类 似 可 知 lim sup p(n)/n = 1. 关于 
9 的 增长 性 状 的 其 他 结果 将 在 第 四 章 中 介绍 ， 因 为 要 用 到 第 四 章 
中 所 讨论 的 方法 . 


2.2G 二 项 式 序 列 


前 面 的 讨论 涉及 到 模 一 个 给 定 的 整数 n > 1 RR, Mi a 
是 与 n 互 素 的 任何 正 整数 . 另 一 种 观点 也 是 有 趣 的 , 即 给 定 a > 1, 
而 考虑 整数 序列 a^ 一 1 (n > 1) 和 它 的 伴随 序列 a" -1(n z 1). 更 
一 般 地 ， 对 于 a > b > 1, gcd(a,b) = 1, 考虑 序列 a" — b" (n > 1) 
和 a” +b” (n> 1). 

第 一 个 自然 的 问题 是 : 决定 所 有 的 素数 p, 使 得 存在 > 1, 使 
f p | a^ — b^. 这 个 问题 答案 很 简单 : 就 是 pf ab 的 那些 素数 p. 必 
然 性 是 由 于 a 和 HK. M pf ab, Ml bb’ = 1 (mod p). $ n JS 
ab! Ei p HUB, WW p|a" — b". 

二 项 式 a” + 如 要 复杂 些 . Gp A 2, HARE n > 1 使 得 
p | a" +b", Wi p f abla — b). 但 反 命题 不 成 立 ， 例 如， 对 每 个 
nzl,T712^-4 1. 


本 原 素 因子 

如 果 > 1 是 满足 p | a” — "(RK p | a” +6”) 的 最 小 整数 ， 
Bk p dé a” — (s a^ +b") 的 本 原 素 因子 . 这 时 ， 由 费 马 小 定理 
TA n|p—1. 勒 让 德 就 已 经 明确 地 指出 这 个 结论 ， 所 以 每 个 素数 
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Ptab 都 是 某 个 二 项 式 a^ — U^ 的 本 原因 子 . 反 过 来 ， 是 否 每 个 二 
项 式 都 有 本 原因 子 ? 

Zsigmondy 于 1892 年 证 明了 下 面 的 有 趣 定理 ， 它 有 许多 
应 用 . 


dX a>b>1 HH ged(a,b) = 1, MET a—b—1,n- l; 
26 — 1 —63 fe a? - P? (24 ab E HL ac b 2 8 E) 之 外 ,每 个 
AK a" b 都 有 本 原 素 因子 . 

类 似 地 ， 如 果 a > b> 之 1, 则 除了 23 十 1 = 9 之 外 ， 每 个 数 
a" +b" 都 有 本 原 素 因子 . 


1886 年 Bang 证 明了 b= 1 的 特殊 情形 . 后 来 又 有 许多 数学 家 

-再 地 (有 时 是 彼此 不 了 解 地 ) 证 明 这 个 定理 或 者 是 Bang 结果 的 

特殊 情形 , 他 们 是 Birkhoff 和 Vandiver (1904), Carmichael (1913), 
Kanold (1950), Artin (1955), Lüneburg(1981). 可 能 还 有 其 他 人 . 

证 明 肯定 不 是 显然 的 ， 但 是 很 容易 写 下 这 些 序列 ， 然 后 观察 
依次 出 现 新 的 本 原 素 因子 . 

另 一 个 有 趣 的 事情 是 考虑 a" — ^ 的 本 原 部 分 th, Bl an bn = 
tht), ged(t;, tn) = 1, 并 且 p | 成 当 且 仅 当 p 是 a" — b^ 的 本 原 素 
AF. 

通过 对 序列 a^ — b^ 的 数据 试验 ， 发 现 除了 开始 几 项 之 外 ， 
t 都 是 合成 数 ， 事 实 上 ， Schinzel 在 1962 年 证 明了 以 下 定理 : 

令 k(m) 为 m 的 无 平方 因子 部 分 即 m 除去 它 的 最 大 平方 因 
T. X4 


1, k(ab) = 1 (mod 4) 
e= 
2, k(ab) = 2,3 (mod 4) 
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B n/ek(ab) 为 奇 整数 并 且 n > 1, 则 除了 少数 个 例外 (最 大 可 能 的 
例外 是 n = 20)a" — b^. 至 少 有 两 个 不 同 的 本 原 素 因子 . 当 n>1 
和 5=1 时， 例外 为 


车 a=2: n=4,12,20 
若 a=3: n=6 
Ga=4:n=3 


从 而 有 无 穷 多 个 n, 使 得 a^ — b^ 的 本 原 部 分 是 合成 数 ， 

Schinzel 还 证 明了 : 如 果 ab — ch, EP A23, KF h —2, 同 
时 k(c) 为 奇数 ， 则 有 无 穷 多 个 n, 使 得 a" — bn 的 本 原 部 分 至 少 有 
三 个 素 因 子 . 

对 于 序列 a^ + b^, 易 知 若 n/ek(ab) 为 奇数 并 且 n > 10, W 
a” +b" 的 本 原 部 分 是 合成 数 . 这 是 由 于 a” -or 的 本 原 素 因 子 
HA a^ +b" 的 本 原 素 因 子 . 

下 面 一 些 问 题 都 是 很 困难 的 : 

是 否 有 无 穷 多 个 n, 使 得 a" — b^ 的 本 原 部 分 为 素数 ? 

是 否 有 无 穷 多 个 n, 使 得 a” — b^ 的 本 原 部 分 是 无 平方 因子 整 
数 ? 

下 面 的 问题 也 许 容易 一 些 : 

是 否 有 无 穷 多 个 n, 使 得 a^ — b^ 的 本 原 部 分 6, 有 素 因子 p, 
FF p? fa" 一刀 2 

是 否 有 无 穷 多 个 n, EUG, 的 无 平方 因子 部 分 KG) KF 1? 

这 些 问 题 其 至 对 于 b = 1 的 特殊 情形 都 与 费 马 大 定理 有 奇妙 
的 联系 ! 


最 大 素 因子 
另 一 个 有 趣 的 问题 是 估计 a^ — 0^ 最 大 素 因子 的 大 小 ， 其 
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Ha>b>1, gcd(a,b) — 1. 我 们 用 Plm] zx m 2 1 的 最 大 素 
因子 . 

用 Zsigmondy 定理 不 难 证 明 , 当 n > 285, P[a"^ —b"] > n+l. 

1962 年 ， Schinzel 证 明了 对 于 n > 2, 在 下 列 情形 有 Pla” — 
b] > 2n+1: 4+m( 去 掉 情 形 a=2,b=1,n=6); k(ab)|n x 
k(ab) = 2( 去 掉 情 形 a = 2,b = 1,n = 4,6 或 12). 

Erdós 在 1965 年 猜想 lim, 4; P[2" — 1]/n = oo. 尽管 这 方面 
有 很 好 的 工作 ， 这 个 猜想 至 今 未 完全 解决 . 但 是 有 很 好 的 部 分 结 
果 ， 我 下 面 报告 这 些 结果 . 

利用 Baker 关于 对 数 线性 型 的 不 等 式 ， Stewart 于 1975 年 证 
明了 : BO<r<1/lg2, 以 5S; 表示 具有 最 多 rlglgn 个 不 同 素 因 
子 的 整数 ”构成 的 集合 (集合 S. 的 密度 为 1), 则 


Pla” =b] _ 
n 


这 个 表达 式 增长 有 多 快 ? Stewart YE 1977 年 给 出 一 个 答案 , 用 更 
精确 的 Baker 型 不 等 式 给 出 
n_ pn 入 
ny c 
HR A= 1-rlg2,C > 0 是 常数 , 而 ne S,.Stewart 还 证 明了 : 对 
每 个 充分 大 的 素数 p P[a^ — 0^]/p > Clgp (C > 0). 对 于 Mersenne 
素数 2? — 1 这 一 特别 情形 ， Erd5s 和 Shorey 在 1976 年 给 出 这 个 
结果 . 
在 数 a” — 1, 分 圆 多 项 式 的 值 和 某 些 算术 级 数 中 的 素数 之 间 
有 密切 的 联系 ， 但 是 我 不 能 同时 解释 所 有 的 事情 ， 请 不 要 着 急 ， 
允许 我 在 第 四 章 4.4 节 再 考虑 这 些 事情 . 
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2.2H 二 次 剩余 


费 马 、 欧 拉 、 勒 让 德 和 高 斯 在 研究 二 次 不 定 方程 的 过 程 中 ， 
一 个 非常 重要 的 捉 情 是 决定 一 个 整数 a 何 时 为 模 一 个 奇 素数 p 的 
平方 . 者 奇 素数 p 不 整除 a. 如 果 存 在 整数 b 使 得 a = b? (mod p) 
,a PER p 的 二 次 剩余 ， 否 则 a 叫 作 模 p 的 非 二 次 剩余 ， 勒 让 德 
引入 一 个 实用 的 符号 

a +1, a 为 模 p 的 二 次 剩余 
Glas { -i, AN 

当 p|a 时 ， 通 常 定义 (a |p) =0. 

现在 指出 勒 让 德 符号 一 些 重要 性 质 ， 这些 性 质 也 见于 任何 一 
:本 初等 数论 书 . 

# a =a’ (mod p), 则 


对 任何 整数 


aa! aya’ 

PEG) 
为 了 计算 勒 让 德 符号 ， 只 需 计 算 (q |p), EP q= -1,2 和 与 p 不 
同 的 所 有 奇 素数 ， 欧 拉 证 明了 


(5) = a?-D/2 (mod p) 
特别 地 


(=)= +1, p= 1l (mod 4) 
Biz. p= —1 (mod 4) 


(3) _ J +1, p=+1 (mod 8) 
—1, p= +l (mod 8) 


= 36- 


再 加 上 高 斯 的 二 次 互 反 律 ， 对 于 两 个 不 同 的 奇 素数 P fI o 


p 2g 
Uster 

便 可 用 一 个 容易 的 快速 算法 计算 勒 让 德 符号 (q | p). 

勒 让 德 符 号 的 重要 性 促使 雅 可 比 (Jacobi) 考虑 它 的 一 个 推 
广 ， 现 在 叫 作 雅 可 比 符号 . 它 也 可 参见 许多 文献 ， 如 Grosswald 
的 书 (1966, 1984 年 第 二 版 ), 或 者 作者 的 书 (1972,2001 年 新 增 版 ). 

设 a 为 韭 零 整数 ，5 为 奇 整数 并 上 且 gcd(a,5) = 1. 雅 可 比 符号 
(a | b) 是 勒 让 德 符 号 的 推广 ， 它 定义 为 : 令 b = Lar" > 0 (ep 2 
1), 则 


所 以 (a | b) = +1. 注意 
=- eo 
下 面 是 雅 可 比 符号 的 一 些 性 质 ， 在 定义 中 的 假设 之 下 
-OG 
a a a 
OROG 


~ 

EI 

od 
M 


a +1, : 
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在 计算 雅 可 比 符号 时 ， 最 关键 结果 是 下 面 的 互 反 律 ， 它 可 由 
关于 勒 让 德 符号 的 高 斯 互 反 律 直 接 推出 来 


-One 


em +1, a»50Ó5db0 
^ | -1, a«03tHb«0 


AUS b> 3 并 且 BLO 的 平方 ， 则 (a |b) = +1. 
2.3 ”基于 同 余 式 的 经 典 素性 判定 方法 


在 介绍 了 费 马 、 Wilson 和 欧 拉 定理 之 后 ,我 现在 介绍 基于 同 
余 式 的 一 些 经 典 的 素性 判定 方法 ， 这 指 的 是 Lehmer 扩充 或 利用 
Lucas,Pocklington 和 Proth 的 早期 结果 给 出 的 那些 方法 ， 后 面 我 
还 要 用 一 节 介绍 基于 递归 序列 的 经 典 方法 . 

Wilson 定理 可 看 成 是 刻画 素数 的 一 种 聪明 的 方法 ， 但 不 能 成 
为 实用 的 方法 ， 因 为 计算 (p - 1)! 是 很 费时 间 的 . 

费 马 小 定理 是 说 , 若 p 为 素数 而 a 不 能 被 整除, Lan = 
1 (mod p). 但 是 这 个 定理 的 道 不 成 立 , 因为 存在 合成 数 N 和 a > 2, 
使 得 ax-: = 1 (mod N). 我 在 2.8 节 将 会 研究 这 种 数 N, 它们 在 
许多 素性 问题 中 是 非常 重要 的 . 

但 是 Lucas 于 1876 年 发 现 了 费 马 小 定理 如 下 形式 的 逆 是 对 
的 : 


素性 判定 1 设 N > 1. 如 果 存 在 整数 a > 1, 使 得 
(i) a~! =1 (mod N); 
(ii) a” Z 1 (mod N) (m2 1,2,---. N -2). 
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WN 为 素数 . 


这 个 方法 看 似 完美 ， 但 也 有 缺点 ， 它 需要 N — 2 次 不 断 地 乘 
a, 运算 次 数 太 大 . 

证 明 ”只 需 证 明 对 每 个 整数 mm (1 < m < N) 均 与 N 互 素 , 即 
P(N) = N —1. 为 此 , 又 只 需 证 明 存在 a (1 < a < N), ged(a, N) = 
1, f f a BE N 的 阶 为 N — 1. 这 正 相当 于 我 们 的 判定 条 件 ， 口 

1891 Æ, Lucas 又 给 出 下 面 的 方法 : 


素性 判定 2 设 N > 1. 如 果 存 在 整数 a > 1, 使 得 

(i) ax-1 三 1 (mod N); 

(ii) 对 每 个 由 < N Al m| N —1, 294 a" #1 (mod N). 
WN 为 素数 . 


这 个 方法 的 缺点 是 需要 知道 N - 1 的 全 部 因子 . 这 只 对 N 一 1 
容易 分 解 的 情形 有 效 ， 如 N = 2°41 RH N=3-2" 41. 

它 的 证 明和 判定 1 的 证 法 是 一 样 的 . 

1967 Æ, Brillhart 和 Selfridge 给 出 比 Lucas 更 灵活 的 方法 ， 
还 可 见 Brillhart,Lehmer 和 Selfridge1975 年 的 文章 . 


素性 判定 3 设 N > 1. 如 果 对 NN 一 1 的 每 个 素 因 子 q, 均 存 
在 整数 a = alq) > 1, 使 得 

(i) a-~! = 1 (mod N}; 

(ii) a #1 (mod N). 
WN 为 素数 . 


这 个 方法 的 缺点 仍 是 需要 知道 N - 1 的 所 有 素 因子 ,但 是 需 
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要 计算 的 同 余 式 个 数 有 所 减少 . 

善于 观察 的 读者 会 注意 到 : 在 验证 a^ =1 (mod N) 时 ,， 必 
须 对 每 个 n< N -1 依次 计算 a^ BEN 的 剩余 , 但 这 不 就 把 Lucas 
的 素性 判定 1 作 完 了 吗 ? 关键 在 于 : 在 计算 a^ MER N 剩余 时 
不 需要 依次 计算 所 有 a 的 方 寒 ， 存 在 下 面 介绍 的 一 种 快速 算法 . 
Hi n 按 二 进 制 展开 


n = no25 + mi257! + + p12 + nk 


其 中 每 个 m 为 0 或 1, 而 mo = 1. 如 下 依次 定义 整数 ro ri r2 
其 中 ro = a, 而 对 每 个 7 > 0 


r3, nj+1=0 
Tj+1 = 
a 


ris = 


则 a” = ry. 
所 以 只 需 最 多 2k 次 运算 , SAGE TIU TTE SR a. 计算 a” (mod 
N) 其 至 更 为 容易 在 每 一 步 可 将 n; 代 之 以 模 NN 的 剩余 .现在 大 


等 于 
四 

所 以 若 = N — 1, 则 只 需要 大 约 
[ies 


次 运算 即 可 求 出 ax (mod N), 不 需要 把 所 有 a” (mod N) (1 < 
n < NN 一 1) 都 算出 来 . 

请 你 用 此 法 计算 29? (mod 1093). 如 果 没 有 算 错 的 话 ， 应 
当 是 2109? = 1 (mod 1093?). 这 个 同 余 式 和 素性 判定 没有 直接 关 
系 ， 但 是 在 第 五 章 又 会 见 到 它 . 
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现在 回 到 Brillhart 和 Selfridge 的 素性 判定 3, 给 出 它 的 证 明 . 


素性 判定 3 的 证 明 只 需 证 py(N) = N — 1. 由 于 p(N) < 
N 一 1, 只 需 证 入 一 1| e(N). 如 果 这 不 成 立 ， 则 有 素数 g 和 7 1, 
使 得 gq" | NN 一 1 但 是 g tyl). & a — ala) Ti e Jy a BEN 的 阶 ， 
Wei N —11843E et (N — 1)/q, 从 而 gqg | e. H a?) = 1 (mod N) 
可 知 le | o(N), THE g | e(N). 但 与 假设 矛盾 ， 证 毕 . 口 


在 讲述 费 马 数 的 那 一 节 中 ， 我 将 对 费 马 数 给 出 Pepin 素性 判 
定 方法 ， 它 是 素性 判定 3 的 直接 推论 . 

为 了 使 素性 判定 试验 更 为 有 效 ， 希 望 避免 使 用 N - 1 的 所 有 
RAT, 即 试验 中 只 需要 NN — 1 的 一 部 分 分 解 . 在 这 方面 ，Pock- 
lington 于 1914 年 证 明了 如 下 一 个 简单 结果 : 


4RN-1-q'"R, 其 中 gq AEX, n21, q{ R. 如 果 存 在 整 
a>, 使 得 

(i) a~! = 1 (mod N); 

(ii) gcd(a" -)/« — 1, N) =1. 
RIN 的 每 个 素 因 子 均 有 形式 mg" 十 1, 其 中 mm 4. 


证 明 设 p 是 NN 的 素 因子 ，e 为 a 模 p 的 阶 , FÆelp-1. 
由 条 件 (ii) fü p | N TTA et (N 一 1)/g, 于 是 gt+(N 一 1)/e. 从 而 


q |e, 于 是 q^ | p — 1. o 


上 面 的 结果 看 起 来 与 其 说 是 素性 判定 ， 不 如 说 更 像 是 分 解 . 
但 若 每 个 素 因子 = ma" 十 1 均 大 于 VN, 则 N 为 素数 . 在 an 相 


i AL 


当 大 时 ， 用 此 法 判定 素性 不 太 花 时 间 . 
Pocklington 还 将 他 的 上 述 结果 更 精细 化 成 : 


设 入 一 1 二 FR, gcd(F, R) = 1 并且 知道 F 的 分 解 式 ， 假 设 
对 F 的 每 个 素 因子 g 都 存在 整数 a= alq) > 1, 使 得 

(i) a-~! = 1 (mod N); 

(ii) ged(a 7 9/« — 1, N) = 1. 
则 NN 的 每 个 素 因 子 都 有 形式 mF 1, 其 中 m2 1. 


同样 地 ， 若 FP > VN, 则 N 为 素数 ， 这 个 结果 在 证 明 某 些 特 
殊 形式 数 的 素性 是 很 有 用 的 . 由 它 不 难 推出 Proth(1878) 一 个 古 
老 的 判别 法 . 


素性 判定 4 设 N = 2"h-e 1 其 中 hh 为 奇数 而 2* > h. 假如 
存在 整数 a > 1, 使 得 a(N70/? = —1 (mod N), W N ARR. 

证 明 N—1-22"h, Hh HAR, 而 a 7? = 1 (mod N). H 
FN 为 奇数 , 可 知 ged(a 0/2 —1, N) = 1. ri LERTAN 的 
每 个 素 因 子 都 有 形式 p = 2"m+1> 2". 但 是 N =2"h+1< 27", 
从 而 VN < 2" <p, B N 为 素数 . B 


在 下 面 的 判定 试验 中 (用 同样 记号 ) 需要 知道 REN — 1488 
未 分 解 部 分 ) 必须 没有 素 因 子 小 于 一 个 给 定 的 界 B. .确切 地 说 : 


素性 判定 5 设 N-1= FR, 其 中 gcd(F,R)=1 并 且 已 知 下 
的 因子 分 解 ，B 满足 FB > VN, ii RAS BRAT. 假 
如 : 

(i) 对 F 的 每 个 素 因子 q, 均 存 在 素数 a = ala) > 1, 使 得 


a- = 1 (mod N) 并 HL ged(a" -?/« — 1, N) = 1; 

(ii) 存在 整数 b > 1, 使 得 ON-1 = 1 (mod N) 并 且 ged(b” 一 
1,N)=1. 
JUN 为 素数 . 

证 明 设 p 为 N 的 素 因子 ，e 为 b 模 NN HH, Melp-1 
JEH e| N-1— FR. HF et F, WH gcd(e,R) 1, 从 而 存在 
素数 q, 使 得 9 |e 并 且 9 | R. 于 是 q| p — 1. 但 是 由 Pocklington 
前 面 的 结果 ， 可 知 F | p—1. 再 由 gcd(F, R) = 1 便 知 gF | p — 1. 
于 是 p-1>gF > BF > VN. BETA p= N, 从 而 NN 为 素数 口 


Brillhart,Lehmer 和 Selfridge(1975) 的 文章 中 还 有 这 些 素性 
判定 方法 的 另 一 些 变化 的 形式 ， 用 它们 可 以 决定 形 如 27 1. 
2042041, 273 x20 l1 的 数 的 素性 . 

我 已 经 说 过 多 次 并 且 现 在 再 说 一 次 ， 这 些 判 定 方法 都 需要 知 
道 N 一 1 RAF. 下面 用 线性 递归 序列 给 出 的 另 一 些 判别 法 则 
需要 知道 N + 1 的 素 因子 . 


2.4 Lucas 数列 


设 已 和 @ 为 非 零 整数 考虑 多 项 式 X2 - PX + Q. CHA 
HX D= P? — 4Q, RX 0,8 = PED ya 


a+B8=P, of =Q, a-B=VD 


Ri D #0, Wi] D=0 3} 1 (mod 4). 定义 数列 


a” — gr 


Un(P,Q) = 所 二 六， 


Va(P,Q) = a" + 8" (n 2 0) 
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RY Uo( P,Q) 20, U(P.Q) 2 1, Vo(P,Q) = 2, W(P.Q) = P. 
数列 


U(P, Q) = (Un(P, Q))nz0, V(PQ) = (V&(P,Q))uzo 


叫 作 结合 于 (P,Q) 的 Lucas 数列 ， Fibonacci,Fermat 和 Pell 等 
人 考虑 了 一 些 特殊 情形 .关于 这 种 数列 已 知 许多 特别 的 事实 ， 而 
一 般 的 理论 是 Lucas 在 1878 年 美国 数学 杂志 American Journal 
of Mathematics 第 1 卷 中 的 长 文中 的 首次 研究 . 文中 内 容 丰 富 ， 
将 Lucas 数列 和 许多 有 趣 的 课题 (如 三 角 函 数 、 连 分 数 、 求 最 大 公 
因子 加 转 相 除 算法 中 除法 运算 次 数 、 素 性 判定 等 ) 联系 起 来 . 这 里 
讨论 Lucas 数列 是 着 眼 于 素性 判定 ， 关于 和 其 他 课题 的 联系 可 见 
本 书后 面 的 参考 文献 和 其 他 有 关 文 献 . 但 是 我 要 提醒 , 尽管 Lucas 
的 文章 很 重要 ， 但 所 用 方法 常常 较为 复杂 并 且 不 十 分 明了 ， 建 议 
读 Carmichael 1913 年 的 文章 , 这 篇 文章 改正 了 一 些 错 误 并 对 一 些 
结果 作 了 推广 . 
MAIER, IEN n > 2 可 验证 有 递 推 公 式 


U,(P, Q) = PU, (P,Q) - QUy-2( P,Q) 
V (P,Q) = PV, (P,Q) - QVn-2(P, Q) 


所 以 这 是 二 阶 线性 递归 序列 (每 一 项 线性 地 依赖 于 前 面 两 项 ). 反 
Z, 对 于 上 述 的 P 和 8, 并且 D = P?—4Q 40. 如 果 (Wo,Wi)= 
(0,1) 或 (2, P), 而 当 n > 2 时， W, = PH 一 QWn-2， 则 
Binet(1843) 证 明了 

am 二 ise 


W, = ——3 sk o"-8" (n20) 


其 中 a 和 6 是 多 项 式 X? 一 PX 十 Q 的 两 个 根 ， 这 是 显然 的 ， 因 
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为 数列 


(Wa)nso M (LEP) Gt (a" 629) 
的 前 两 项 一 致 ， 然 后 又 都 满足 同样 的 二 阶 线性 递 推 关系 . 

现在 介绍 发 展 一 般 理 论 之 前 所 得 到 的 主要 特殊 情形 ， Fi- 
bonacci 所 考虑 的 情形 为 P = 1, Q = -1, Up = Uo(l.-1) = 
0, Uy = U; (1, —1) = 1. 这 个 数列 为 


0, 1, 1, 2, 3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 
377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, --- 


这 些 数 最 早出 现在 Fibonacci 1202 年 著作 的 一 个 数学 问题 
中 . 正 是 在 这 本 书 中 将 阿拉 伯 数 字 第 一 次 介绍 到 欧洲 ， 这 个 数学 
问题 现在 许多 数学 书 中 均 有 介绍 ， 讨 论 兔 子 的 繁殖 问题 . 

与 Fibonacci 数列 相伴 随 的 是 Lucas 数列 : 仍 取 P=1,Q= 
—1, fff Vo = Vo(1, 1) = 2, Vi = Vi(1, 1) = 1, 从 而 Lucas 数列 为 


2,1,3,4,7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 
521, 843, 1364, 2207, 3571, 5778, 9349, 15127,--- 


如 果 P= 3, Q = 2, 则 所 得 数列 为 
Un(3,2) =2"-1, Va(3,2)=2"41  (n20) 


这 两 个 数列 使 费 马 度 过 了 许多 不 眠 之 夜 ( 详 见 2.6 和 2.7 38). 对 应 
于 (P,Q) = (2, -1) 的 数列 叫 作 Pell 数列 ， 它 们 是 


U, (2, —1) :0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378, 5741, 13860, - -- 
V, (2, —1):2,2,6,14,34,82,198,478,1154,2786,6726,16238,39202,. - - 
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Lucas 注意 到 数列 Un(P,Q) 和 (o" — b")/(a — b), V, (P, Q) 和 
(a^ +b") (n > 0) 有 许多 相似 之 处 ， 其 中 a Al b 为 整数 ，a 021, 
gcd(a, b) = 1. Bt (P,Q) = (a +b, ab), Wl] D = (a 6)? Z0, a=a, 
B-b FÆ 
E 
E 


Un(a + b, ab) = Z V. (a+b, ab) = a^ +b" 
希望 能 把 关于 数列 (a^ — b")/(a—b), a" -- b^ 的 主要 结果 (如 整除 
性 和 素性 ) 推广 到 很 广 的 一 类 Lucas 数列 中 去 . 
先 讲 一 些 代 数 恒 等 式 .以 下 简 记 Un = Un(P,Q), Va = V«(P,Q). 

我 们 有 如 下 代数 关系 : 
(4.1) Un = PUn—1 — QUn-2 (n > 2), Up =0, Uj =1 

Va = PVn-1 — QVn-2 (n 22), Vo=2, W-P 
(4.2) Uzn = Us Va 

Van = Vn — 2Q" 
(4.3) Um+n = UmVa — Q"Um-n 

Vinten = VinVn — Q"V4-4 (4m > n) 
(4.4) Um+n = UmUn+1 — QUm-1Un 

2Vm+n = VinVn + DUmUn 
(4.5) DU, = 2Vn41 — PVp 

Va = 2Un41 — PUn 
(4.6) U2 = U, 1Us 41 Q7! 

V? = DU2 + 4Q" 
(4.7) UmVn — Un Va. = 2Q"U m—n(4m 2 n) 

UmVn + Un Vm = 2Um+n 
(4.8) 277 1U, = (7) Pm) + (S) P^3D + (F) P 5D? + --- 

20-1y, = P^ + (2)p"? D + (GP D+... 
(4.9) 如 果 m 为 奇数 而 大 > 1, 则 
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DOVE UR = Urm — (1) Q Us 2 + (2) 9 Urm- = 77 
t (6m 75,3) 979 ?2u, 
VE” = Vem  (1)Q V -2 + (2) Vni +++ 
(os 75,5) 9 797v, 
如 果 m 为 偶数 而 上 > 1, 则 
DU = [Vim - (7) 05V. (2) Vra — 7 


十 (71) ( m) gy) — (21) (Q9 
Ve = [Ves + (7) Vs + (3)Q Vign) + 


+ (99 ^v] - (erin) Qh"? 


QU-22?p, mXlfütk 
- 2 E 
(4.10) Um = Vm-1+QVm-3+Q?°Vm-5+ 4 QU-02, my APB 


P" = Vin + (T)QVa-2 (2) QI Visa 


R { (3) 9"^, m 为 偶数 
(0m)/2)Q-D2P，m 为 奇数 


为 了 得 到 进一步 性 质 , 我 们 需要 拉 格 朗 日 在 1741 年 得 出 的 下 
列 恒等式 : 
X™4Y"=(X4Y)"— TXY(X +Y) 
n 


n—3Y vov 2íy -4 
= y» 
+3( 1 Jeras ) 


—4 P 
-H0 Eray 


一 1 
$ care (" em eve HYP u.s. 


其 中 求 和 是 对 所 有 2r < n 进行 的 . 注意 右边 所 有 系数 均 为 整数 . 


+ AT: 


(411) 4 m 2 13FH qp, Mi 
Umg = D-39284. Torpa sgae 


i «t 了 P empe-mug-s Fe 


e(o Nam pem mug 4...4 Rs 
而 最 后 一 项 为 
q (a-)/2Y omy otm 
CELERY) € "Un - seno. 


现在 按 证 明 的 次 序 依次 介绍 整除 性 的 结果 . 
(4.12) Un = V4.1 (mod Q), V, = P" (mod Q). 
提示 : 用 (4.10) 或 用 数学 归纳 法 . 
(4.13) 设 p 为 奇 素 数 ， 则 


Ux, = DE Up (mod p) 


对 e>1l 
Up = De (mod p) 
特别 地 
v, = (2) (mod p) 
提示 : FA (4.9). 


(4.14) V, = P (mod p) 
提示 : 用 (4.10). 
(4.15) Zr n,k > 1, W Un | Ukn 
提示 : 用 (4.3). 
(416) Zi n,k 2 1 而 大 为 奇数 ， 则 Vn | Ven 
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tem: 用 (4.9). 


记号 n2 车 存在 7 > 1 使 得 n|U,. 我 们 把 最 小 的 这 
种 整数 7 表示 成 p(n) = p(n, U). 


(4.17) 假设 p(n) 存在 ， 并 且 ecd(n,2Q) = 1, W n | Uk “SAM 
当 p(n) | k. 

提示 : 用 (4.15) 和 (4.7). 

我 们 将 会 看 到 :对 许多 满足 gcd(n,2Q) = 1 的 n( 不 是 全 体 这 
种 n),p(n) 是 存在 的 . 


(418) Æ 已 和 Q ABR, Mn > 2 时 U 为 偶数 ，n > 1 
时 WV 为 偶数 . 
H PHAR Q 为 偶数 ， 则 n 之 1 时 ，U 和 Vi 均 为 奇数 . 
4 P HERG Q 为 奇数 ， 则 Un =n (mod 2), 而 Vn 为 偶数 . 
车 PP 和 Q 均 为 奇数 ， 则 当 3 |]n kt Un 和 Vn 为 偶数 ， 否 则 
Un 和 Vn 为 奇数 . 
特别 地 ， 若 Un 为 偶数 ， 则 V. 为 偶数 . 
提示 : 用 (4.12), (4.5), (4.2), (4.6) 和 (4.1). 


下 面 是 第 一 个 主要 结果 ， 它 可 看 作 是 费 马 小 定理 的 推广 . 
(4.19) 设 p 为 奇 素数 ， 

若 p| P, p|Q, 则 对 每 个 上 > 1 p | Up. 

2i p| P, ptQ, WW p | Ux 当 且 仅 当 2|k. 

车 pt P, p| Q, 则 对 每 个 k> 1, pł Ur- 

Æ pt} PQ, {AE p | D, W p| Ux 当 且 仅 当 p|k. 

车 pt PQD, WW p | Ui, KP v(p) =p- (D | p), ifi (D | p) 
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是 勒 让 德 符号 . 


证 明 若 p|P 并 且 p|9, 由 (4.1) 可 知 对 每 个 有 > 1, p| Uk 

车 p|P= Uo, f (4.15) 可 知 对 每 个 天 > 1,p|Uzk. HEH piQ 
和 Uzk+1 = PU2k — QU2k-1, 用 归纳 法 即 知 pt Uor- 

Æ piP, p|Q, 由 归纳 法 和 (4.1) 可 知 对 每 个 上 > 1, pt Ue. 

若 p| PQ, p | D, Bi (4.8),2?-'U, = 0 (mod p), 从 而 p| Up. 5 
一 方面 , Æ ptn, 由 (4.8) 知 2" 1U, = nP"! z 0 (mod p), 于 是 
płUn. 

最 后 考虑 最 有 趣 的 情形 p E POD. Æ (D | p) = —1, H (4.8) 知 


PU, = C em + s Denn ab "pp 
= P + PD®-™/2 = 0 (mod p) 


从 而 p | Upri 而 (D | p) = 1, WEE C 使 得 P? -4Q = D 
C? (mod p). 于 是 P? £z C? (mod p) 并 且 p1C. 由 (4.8) 式 以 及 


(ee = -1 (mod p), E j = -1 (mod p), ++: 


2” U, = AP ‘) ppr-24 (s enin Us Pent Z 
未 ( 7 >) ppe-9/2 
p-2 
= (pr? + PPD + Prop? +... + PD? EU 


Pr-1 — plp-1)/2 Pr-i1— g»-1 
=7( PD =-P pic =0(mod p) 


Mmi p | Up-1- a 
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如 果 用 前 面 引进 的 记号 p(p), 则 (4.19) 中 的 一 些 结论 可 重新 
BUR 

YpASGORHp»pQ. W4 p| PAY p(p) 22; 45 pf Pp] D 
时 p(p) = p. ifi^4 pt PD 时 plp) | v(p). 

注意 对 后 一 情形 不 一 定 有 plp) = v(p). 我 在 列举 Lucas 数列 
的 主要 性 质 之 后 ， 还 要 回 到 这 个 问题 . 

对 于 特 殊 的 Lucas 数列 U, (a--1, a), 判别 式 为 D = (a—1)2, 所 
V ptala? —1), W (D | p) = 13EH. p | Uj-i = (a?! -1)/(a~-1). 
PAE p | a? 1-104 p | 2 一 1 时 这 也 成 立 ). 由 此 得 到 费 马 小 定理 . 


(4.20) 4 e > 1, p'||U (B4 p° | Um 但 是 p^! fU). W34 
ptk iti fèi 时 ， pert | Umkp! - 

METTRE p | Q 并 且 ve 2, W p+ |U, uu. 而 当 pe = 2 时 ， 
2\|Ume- 

提示 : JH (4.19), (4.18), (4.11) 和 (4.6). 


现在 推广 欧 拉 定理 : 
车 a 和 6 为 X? 一 PX+Q 的 根 ， 定义 符号 


1, 21Q 
(25)- 0, 21Q, 2]P 
-1, 24 PQ 


TIX pA 2, 定义 


(55) - (2) ast pi pot, (57) =o) 


对 每 个 素数 p, 令 
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Va glp) =p- (55) 
Pa,a(P°) = p" Va plp) — (e > 1) 
Xt F n = [Ly r5; 定义 Carmichael 函数 
`a s(n) = lem{va,a(p®)} (lcm 表示 最 小 公 倍数 ) 
再 定义 广义 欧 拉 函数 


vasln) = [[ vasl") 
pln 
于 是 Aa,a(n) | Ya.a(n). 
容易 看 出 : 对 每 个 素数 pta, vaa(p) — p — 1 = yp(p). 所 以 当 
gcd(wm) = 1 Ef, wai(n) = p(n), Asi (n) = A(n). 这 里 A(n) 是 
Carmichael 定义 的 一 个 函数 ， 见 2.2 5. 


下 面 是 欧 拉 定理 的 一 个 推广 . 
(4.21) Æ ged(n, Q) = 1, W n | Ux, ain) 于 是 | Uo, a(n): 
提示 : 用 (4.19) 和 (4.20). 


关于 数列 (W)n>1 的 整除 性 则 较为 复杂 首先 有 : 
(4.22) 车 p128D, 则 V, (pi, =2Qi OP! (mod p). 
提示 : 用 (4.5) 、 (4.13) (4.19) 和 (4.14). 


由 此 可 得 到 关于 Two/ 和 Vota 的 整除 性 结果 
(1.23) # pt 2QD, 则 
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P| Us@2 ERA (QI p) 21 
p|Vo(o/2 当 且 仅 当 (8@17)= 一 


提示 :前 者 用 (4.2) . (4.6) 、(4.22) MERE (Q | p) = Q7 97? 
(mod p). 后 者 用 (4.2) 、 (4.9) 、 前 一 结论 和 (4.6). 


在 下 面 结 果 中 假设 ged( P. Q) = 1. 
(4.24) 对 每 个 n> 1, ged(Un, Q) = gcd(Vn, Q) = 1. 
提示 用 (4.12). 


(4.25) ged(Un, Vn) = 1 BK 2. 
提示 用 (4.16) 和 (4.24). 


(4.26) Æ d = gcd(m, n), lll Ua = gcd(Um, Un). 
提示 : 用 (415). (47). (424). (4.18) 和 (4.6). 证 明 事实 
上 不 容易 ， 需 要 用 Lucas 数列 (Us (Va. Q*))520 


(4.27) 若 gcd(m,n)=1, 则 gcd(Um,Un)=1. 
(4.28) # d = ged(m.n), 并 且 m/d, n/d 均 为 奇数 ， 则 Va = 
ged(Vm, Vn). 

提示 : 证 明和 (4.26) 一 样 . 


下 面 结果 与 (4.17) 类 似 ， 但 需要 假设 ged(P,Q) = 1. 


(4.29) 假设 p(n) EE, WW n | Ux & p(n) |k. 
提示 : 用 (4.15), (4.24) 和 (4.3). 
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现在 看 一 个 具体 情形 : RP =1,Q=-1,D=5. MU, H V, 
分 别 为 Fibonacci 数 和 Lucas 数 . 这 时 (4.18) 为 


P{Up-1, Æ(5 |p) = 1 (BI p = 1 (mod 10)) 
p| Up+i; #(5 |p) = —1 (Bl p = 43 (mod 10)) 


ifj (4.19) 则 为 


D|Vo-i—-2, #(5|p) = 1 (Bl p = +1 (mod 10)) 
P| Vpsi+2, #(5|p) = 一 1 (Bf p = +3 (mod 10)) 


Jarden F 1958 年 证 明了 : 对 Fibonacci 数列 ， 函 数 


vp) p-(5lp) 

p(p) p(p) 
TE p — oo 时 无 界 . 这 个 结果 由 Kiss 和 Phong 于 1978 年 推广 ^ 
存在 C > 0( 只 依赖 于 P 和 Q), 81904 p — oo 时 ， v(p)/p(p) 无 
Jt, {ASE v(v)/p(p) < Clp/ gy]. 

现在 讲 Lucas 数列 模 素数 p 的 性 质 . 4 p = 2, 则 由 (4.18) 所 

Ami. 例如 ， 当 已 和 @ 均 为 奇数 时 ， 数 列 (Us) so 和 (Vi)wzo BE 
234 0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,--- 以 下 设 p 为 奇 素数 . 
(4.30) Æ p12QD 并 且 (D | p) = t, W 


Un+p-1 = Us (mod p), Va4p-i = Vn (mod p) 


所 以 序列 (Un)n>o 和 (Va)n20 $ p 均 是 周期 p 一 1 的 序列 . 

证 明 由 (4.4), Untp-1 = UnUp 一 QUn_1UVp-1， 由 (4.19), 
plp) |p—(D |p) =p—1. 由 (4.15)p | Up. 4 p | P, pt Q Bt 
这 也 成 立 ,因为 21p 一 1, 由 (4.19) BM p | Ups. 再 由 (4.13) 知 
Up = (D | p) = 1 (mod p). PPLA Un+p-1 = Un ann 
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由 (4.5), Vaep—1 = 2Un+p— PUn = 2Un41—PUn = Vn (mod p). 
ü 
与 此 相伴 随 的 是 下 面 结 果 : 
(4.31) i pE2QD,e H Q HE p HB. MR (D | p) = —1, JUI 


Un+e(p+1) = Un (mod p), Vn+e(p+1) = Vn (mod p) 


从 而 序列 (Un,)nzo 和 (Va)n20 BE p HEA e(p + 1) 的 序列 . 

证 明 pt P, 由 (4.19) 和 (4.15) 可 知 p|Up-(plp) = Up+l 
而 这 在 p | P 时 也 成 立 ， 由 (4.22) 知 Vp} = 2Q (mod p). 现在 对 
r > 1 归纳 证 明 Vous = 2Q" (mod p). 如 果 这 对 7 成 立 ， 则 由 
(4.4) 有 


2Ver+1)(p+1) = Ve(pii Vg + DUr(p+1)Up+1 = 4Q’*! (mod p) 


从 而 Verip) = 2Q™*! (mod p). 特别 有 Ves) = 2Q° = 
2 (mod p). 由 (4.7) 有 


Unsetp+1)Vetp+1) — Ue(p+ Vate(p+1) = 2Q* 9 * DU, 
所 以 2U, cepi) = 2Un (mod p). 这 就 给 出 第 一 个 同 余 式 . 用 (4.5) 
则 得 到 第 二 个 同 余 式 . 口 
为 了 总 结 上 述 结 果 ， 我 们 引入 集合 


P(U) = {素数 p | FETE n 使 得 Un + OFF Hp | Un} 
P(V) = {素数 p | FETE n 803 Vn A OFF Hp | Va} 


它们 分 别 是 数列 U = (Un)asr MV = (Va)nor 的 素 因子 集合 ， 以 
下 设 已 和 Q 是 互 素 的 非 零 整数 ， 并 且 判 别 式 万 = P? -4Q 40. 
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第 一 种 情形 是 存在 n > 1, 使 得 Un = 0. 这 相当 于 o = 9n, 
从 而 a/6 是 单位 根 . 若 n 是 使 U = 0 成 立 的 最 小 正 整数 ， 则 当 
1&r£n-1Hf, U, £0. 而 对 每 个 上 > LU" = OU. 于 是 
PU) 即 是 Uo ---Us-i 的 所 有 素 因子 组 成 的 集合 . 类 似 可 知 P(V) 
即 是 V Vo --- Vai Va 的 全 部 素 因 子 组 成 的 集合 . 

如 果 0/8 不 是 单位 根 ， 则 对 每 个 n>1, Un #0, V, Z0. 这 
时 由 (4.18) 和 (4.19) 可 知 P(V) = {素数 p | p+ Q}. 特别 对 于 
Fibonacci 数列 ， P(U) 是 全 体 素数 所 组 成 的 集合 . 

对 于 Lucas 数列 V = (Va)n>1 则 不 能 得 到 这 样 精细 的 结果 . 
由 Uo, = Us Va (n > 1) 可 知 P(V) 为 P(U) 的 子 集合 . 由 (4.18) 
mA: 2€ P(V) 当 且 仅 当 24Q. 对 于 p 关 2, 由 (4.24) 和 (4.6) 
RIZE p| DQ Wt p g P(V); 而 在 p12DQ 并 且 (Q|p) 2 -1 
时 peP(V)( 见 (4.23)) ; 另 一 方面 , 若 p12DQ, (Q| p) = 1 并 且 
(D |p) = -(-1 | p), W p g P(V). MR pt2DQ.(Q|p) 2 13FR. 
(D | p) = (-1 | p), 则 需要 进一步 分 析 才 能 决定 p 是 否 属于 P(V). 
但 无 论 如 何 ， 已 知 P(V) 是 一 个 无 限 集合 . 

对 于 Lucas 数列 (P = 1,9 = -1,D = 5), 上 面 事 实 可 更 清楚 
地 叙述 成 


"4 p = 3,7,11,19 (mod 20) 时 ,pe P(V) 
?4 p = 13,17 (mod 20) 时 , p ¢ P(V) 


?4 p = 1,9 (mod 20) BY, Ward 于 1961 年 作 了 更 仔细 研究 ，Jarden 
在 1958 年 就 证 明了 : 存在 无 穷 多 p = 1 (mod 20), 使 得 p ¢ PIV), 
并 且 也 存在 无 穷 多 p =1 (mod 40) , 使 得 pe P(V). 

我 在 第 五 章 5.8 节 会 进一步 研究 集合 PU) 和 PV), 考虑 它 
们 对 于 全 体 素数 集合 的 密度 . 

类 比 于 Bang 和 Zsigmondy 定理 ， Carmichael 考虑 关于 参数 
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(P,Q) 的 Lucas 数列 的 本 原 素 因子 . p 叫 作 URE Vi) 的 本 原 素 
因子 ， 是 指 p| Uk(p | Vi), 但 是 当 ! < 大 时 ， pEU(ptV). 

Zsigmondy 定理 的 证 明 并 不 容易 ， 下 面 是 一 些 精细 结果 . 

Carmichael 证 明了 : 若 判别 式 D > 0, 则 对 每 个 半天 1,2,6, BR 
TIRE “P = 1,Q = -1,n=12” Zh, Un 均 有 本 原 素 因 子 . 又 
若 DD 为 平方 数 ， 则 对 每 个 n, BRT TRG “P = 43,Q=2,n=6” 
之 外 ， Un 均 有 本 原 素 因子 . 

你 能 看 出 第 二 个 论断 包含 Zsigmondy 定理 吗 ? 若 已 = 1， 
Q = —1, 则 例外 情形 即 是 Fibonacci 数 Ui» = 144. 

对 于 伴随 序列 ， 如 果 D > 0, WERE nz 1,3, 除了 情形 “ = 
6, P= +1,Q = —1 ” (HI Lucas t Ve = 18) 29h, Vn E AS GA 
T. LH D 是 平方 数 , 则 例外 情形 只 有 “n= 3,P = 2339-2", 
这 个 例外 包含 在 Zsigmondy 定理 之 中 . 

但 是 当 D < 0 时 ， 这 类 结果 不 再 成 立 ， Carmichael 已 注意 
到 已 =1Q=2 的 情形 这 时 对 于 n= 1,2,3,5,8,12, 13 和 18, Un 
都 没有 本 原 素 因子 . 

Schinzel 在 1962 年 证 明了 以 下 结果 . 


设 (Un)nz0 是 对 于 互 素 参 数 (P,Q) 的 Lucas 数列， 并 且 D< 
0. RR a/B 不 是 单位 根 ， 则 均 存 在 有 效 可 计算 的 mo( 依 赖 于 已 和 
Q), &£ $35 n2 no 时 ， U, 均 有 本 原 素 因子 . 


Schinzel 于 1974 年 又 给 出 一 个 重要 的 结果 ， 即 上 述 结果 中 的 
no 可 以 取 为 绝对 常数 ， 利 用 Baker 方法 ， Stewart 于 1977 年 证 
HT: Æ n > e52267, MU, 有 本 原 素 因子 . Stewart 还 证 明了 : 
对 任意 给 定 的 n(n Z 6,n > 4), 只 存在 有 限 多 个 可 以 明确 决定 的 
Lucas 数列 ， 使 得 Un 没有 本 原 素 因子 . 
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3& 2.2 Fibonacci 数 和 Lucas % (P Q--1) 
Fibonacci & Lucas 数 
U0) =0 V(1)=1 V(0) =2 V(1) 71 
U(2)-1 V(2) =3 
U(3) = 2 V(3) =4 
U(4) V(4) =7 
U(5)=5 v(5)=11 
U(6) =8 V(6) = 18 
U(7) = 13 V(7) = 29 
U(8) = 21 V(8) = 47 
U(9) = 34 V(9) = 76 
U(10) = 55 V(10) = 123 
U(11) = 89 V (11) = 199 
U(12) — 144 V(12) = 322 
U(13) = 233 V(13) = 521 
U(14) = 377 V (14) = 843 
U(15) — 610 V (15) = 1364 
U(16) = 987 V (16) = 2207 
U(17) = 1597 V(17) = 3571 
U(18) — 2584 V(18) = 5778 
U(19) = 4181 V(19) = 9349 
U(20) = 6765 V(20) = 15127 
U(21) = 10946 V(21) = 24476 
U(22) = 17711 V (22) = 39603 
U(23) = 28657 V (23) = 64079 
U (24) = 46368 V (24) — 103682 
U(25) = 75025 V(25) = 167761 
U(26) = 121393 V (26) = 271443 
U(27) = 196418 V(27) = 439204 
U(28) = 317811 : V (28) = 710647 
U(29) = 514229 V(29) = 1149851 
U(30) = 832040 V (30) = 1860498 
U(31) = 1346269 V(31) = 3010349 
U(32) = 2178309 V (32) = 4870847 
U(33) = 3524578 V (33) = 7881196 
U(34) — 5702887 V (34) — 12752043 
U(35) — 9227465 V (35) = 20633239 
U(36) — 14930352 V (36) = 33385282 
U(37) — 24157817 V (37) = 54018521 
U(38) = 39088169 V (38) = 87403803 
U(39) = 63245986 V(39) = 141422324 
U(40) = 102334155 V (40) = 228826127 
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#23 #2" 1992" 4+1(P=3, Q=2) 


2^-1 


2^ +1 


U(0) 20 U(1) 21 
U(2) =3 


U(3) =7 
U(4) = 15 
U(5) = 31 
U(6) = 63 
U(7) = 127 
U(8) = 255 
U(9) = 511 
U(10) = 1023 
U(11) — 2047 
U(12) = 4095 
U(13) — 8191 
U(14) — 16383 


U(15) 
U(16) 
U(17) — 131071 
U(18) — 262143 
U(19) — 524287 
U(20) — 1048575 
U(21) — 2097151 
U(22) = 4194303 
U(23) = 8388607 


U(24) — 16777215 
U(25) — 33554431 
U(26) — 67108863 
U(27) — 134217727 


U(30) — 1073741823 
U(31) — 2147483647 
U(32) — 4294967295 

U (33) = 8589934591 
U(34) — 17179869183 
U(35) = 34359738367 
U (36) = 68719476735 
U(37) = 137438953471 
U(38) — 274877906943 
U(39) — 549755813887 
U(40) = 1099511627775 


V(0)=2 V(1)=3 
v(2)-5 


V(6) = 65 

V(7) = 129 
V(8) = 257 
V(9) = 513 

V (10) = 1025 
V(11) = 2049 

V (12) = 4097 
V(13) = 8193 

V (14) — 16385 
V(15) = 32769 
V(16) = 65537 
V(17) = 131073 
V(18) = 262145 
V(19) = 524289 


V (20) = 1048577 
V(21) = 2097153 
V (22) = 4194305 
V (23) = 8388609 


V(26) — 67108865 

V (27) = 134217729 

V (28) = 268435457 

V (29) = 536870913 

V (30) = 1073741825 

V (31) = 2147483649 

V (32) = 4294967297 

V (33) = 8589934593 

V (34) = 17179869185 
V (35) = 34359738369 
V (36) =68719476737 
V(37) — 137438953473 
V (38) = 274877906945 
V (39) = 549755813889 
V (40) — 1099511627777 
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#24 Pell #(P=2, Q=-1) 


Pell 数 伴随 Pell 数 
U(0 =0 U(1)-1 v(0)—2 V(1) 22 
U(2)22 v(2)-6 
U(3) =5 V(3) = 14 
U(4) = 12 V(4) = 34 
U(5) — 29 V(5) = 82 
U(6) = 70 V(6) = 198 
(7) = 169 V(7) = 478 
U(8) = 408 V(8) = 1154 
U(9) — 985 V(9) = 2786 
U(10) — 2378 V(10) = 6726 


U(11) = 5741 


U(14) — 80782 
U(15) = 195025 
U(16) = 470832 
U(17) = 1136689 
U(18) = 2744210 
U(19) = 6625109 
U(20) — 15994428 


U(21) — 38613965 

U(22) = 93222358 

U(23) = 225058681 

U(24) = 543339720 

U(25) = 1311738121 
U(26) = 3166815962 
U(27) = 7645370045 
U(28) = 1845756052 
U(29) = 44560482149 
U(30) — 107578520350 
U(31) = 259717522849 
U(32) = 627013566048 
U(33) = 1513744654945 
U(34) = 3654502875938 
U(35) = 8822750406821 
U(36) = 21300003689580 
U(37) = 51422757785981 
U(38) = 124145519261542 
U(39) = 299713796309065 
U(40) = 723573111879672 
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= 16238 
V(12) = 39202 

V (13) = 94642 

V (14) = 228486 

V(15) = 551614 

V(16) = 1331714 

V(17) — 3215042 

V(18) — 7761798 

V(19) — 18738638 

V(20) — 45239074 

V(21) — 109216786 

V (22) = 263672646 

V (23) = 636562078 

V(24) = 1536796802 
V(25) — 3710155682 

V (26) = 8957108166 
V(27) — 21624372014 
V(28) — 52205852194 
V(29) = 126036076402 

V (30) = 304278004998 
V(31) — 734592086398 

V (32) = 1773462177794 
V(33) = 4281516441986 

V (34) = 10336495061766 
V (35) = 24954506565518 
V(36) = 60245508192802 
V (37) = 145445522951122 
V(38) = 351136554095046 
V(39) = 847718631141214 
V (40) = 2046573816377474 


#25 4€ U(4,30 V(4,3(P —4, Q=3) 


数 U(n) TEREX V (n) 

U(0) =0 UQ) =1 V(0 22 V(1) =4 
V(2) = 10 
V(3) = 28 
V(4) = 82 

U(5) = 121 V(5) = 244 

U(6) = 364 V(6) = 730 

U(7) = 1093 V(7) = 2188 

U(8) = 3280 V(8) = 6562 

U(9) = 9841 V(9) = 19684 


U(10) = 29524 
U(11) = 88573 
U(12) = 265720 
U(13) = 797161 
U(14) = 2391484 
U(15) = 7174453 

' U(16) = 21523360 
U(17) = 64570081 
U(18) = 193710244 
U(19) — 581130733 
U(20) — 1743392200 
U(21) — 5230176601 


U(22) = 15690529804 
U(23) = 47071589413 
U(24) = 141214768240 


U(25) = 423644304721 

U(26) = 1270932914164 

U(27) = 3812798742493 

U(28) = 11438396227480 
U(29) = 34315188682441 
U(30) = 102945566047324 
U(31) = 308836698141973 
U(32) = 926510094425920 

U (33) = 2779530283277761 

U (34) = 8838590849833284 

U (35) = 25015772549499853 

U (36) = 75047317648499560 

U (37) = 225141952945498681 
U (38) = 675425858836496044 
U (39) = 2026277576509488133 
U (40) = 6078832729528464400 


V (10) = 59050 

V(11) = 177148 

V (12) = 531442 

V (13) = 1594324 

V(14) = 4782970 

V (15) = 14348908 

V (16) — 43046722 

V (17) = 129140164 

V (18) = 387420490 

V (19) = 1162261468 

V (20) = 3486784402 

V (21) = 10460353204 

V (22) = 31381059610 

V (23) = 94143178828 

V (24) = 282429536482 

V(25) = 847288609444 

V (26) = 2541865828330 
V(27) — 7625597484988 

V (28) = 22876792454962 

V (29) = 68630377364884 
V(30) = 205891132094650 
V(31) = 617673396283948 

V (32) = 1853020188851842 
V (33) = 5559060566555524 

V (34) = 16677181699666570 
V (35) = 50031545098999708 
V (36) = 150094635296999122 
V (37) = 450283905890997364 
V (38) = 1350851717672992090 
V (39) — 4052555153018976268 
V (40) = 12157665459056928802 
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AA Al GES BU, 的 本 原 部 分 UZ, 它 定义 为 
Un —-U;U;,, —ged(U;,U,)—1 


FE p | Ur, MEIH p 是 Un 的 本 原 素 因子 . 

Schinzel 于 1963 年 给 出 存在 两 个 (甚至 两 个 以 上 ) 本 原 素 因 
子 的 一 些 条 件 . 由 这 些 条 件 可 以 推出 : D > 0, RA D < OFF 
a/b 不 是 单位 根 ， 则 有 无 穷 多 个 n, 使 得 UL 为 合成 数 . 

何 时 Us 无 平方 因子 ? 这 是 一 个 很 难 的 问题 . 对 于 P= 3,Q = 
2 这 一 特别 情形 ， 序 列 为 Dn = 2" — 1, 这 个 问题 都 很 困难 ( 见 2.2 
节 的 评论 ). 


2.5 基于 Lucas 数列 的 素性 检测 


这 件 事由 Lucas 开始 ， 由 Lehmer 继续 ， 再 被 后 人 改进 . 用 
此 法 对 N 作 素 性 检测 ， 需 要 知道 N+ 1 的 素 因 子 . 而 在 第 2.3 节 
采用 的 方法 则 需要 N — ! WRAP. 我 们 这 里 的 工具 是 Lucas Jf 
列 . 根据 (4.18), 若 N 是 奇 素数 ， 而 U = (Us)nso 是 判别 式 为 D 
的 Lucas 序列 . 如 果 N t DPQ, WIN | Un-_(pln). 特别 若 雅 可 比 
符号 (D|N) = -1 W N | Uns- 

但 是 要 注意 ， 我 在 第 2.3 节 指 出 其 逆 不 成 立 ， 因 为 存在 合成 
BON 和 判别 式 为 也 的 Lucas 序列 (Un)n>o, 使 得 N | Un (piv) 
我 们 将 在 第 2.10 节 研 究 这 样 的 数 . 

为 方便 起 见 ， 对 每 个 整数 D > 1, 定义 如 下 的 函数 vp. 如 果 
N= IE X. 4 


TERA (Us)nso 是 判别 式 为 D 的 Lucas JFF), a 和 8 是 所 结合 
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多 项 式 的 根 ， 则 第 2.4 节 中 考虑 的 函数 vag 和 wp 之 间 的 关系 为 
Waa(N) = 25 p(N) 


由 于 需要 同时 考虑 具有 相同 判别 式 D 的 多 个 Lucas 序列 ， 
所 以 最 好 是 采用 wp 而 不 是 对 应 不 同 序列 的 不 同 函 数 doo. 比如 
4 U(P,Q) 的 判别 式 为 D, 则 对 于 P' = P+2，Q@' = Dee 
1, U(P^, Q) 的 判别 式 也 为 D. 

我 们 从 一 些 简单 结果 开始 . 


(5.1) #2} N, gcd(N,D)=1, 则 wp(N)=N-(D|N) “H 
仅 当 N 为 素数 . 

WEB] EN 为 素数 ， 由 定义 yp =N-(DIN), 若 N= ps， 
其 中 p 为 素数 而 e > 2, 则 wp(N) 是 p 的 倍数 而 N - (D |N) 不 
是 . Æ N = [hi pi 而 s>2, 则 由 >5 可 知 


WD(N < ser TT 7 (pi +1) -an 3(1+ =) 


3 4N 
"p m 3 €N-1 口 


IN 
N 
z 
WIN = 


(5.2) Æ 2 N, ged(N, D) = 13FH. N - (D | N) | vo(N), W N 
证 明 设 NN 为 合成 数 . 先 设 N = p°, 其 中 p 为 素数 而 e > 2. 
则 vp(N) = p° — »* (D | p), 所 以 
p° -p° «p 1€ N - (DIN) < p(N) = p° — p^ (D | p). 


这 表明 (D | p) = —1 FN (D | N) = p 18. Wp(N) = 
po +p?! =p $14 (pe! x D), 而 这 是 不 可 能 的 . 
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若 N 有 多 于 1 个 不 同 的 素 因 子 , 由 (5.1) XI vo(N) < N-1«& 
N=-(DIN), 这 也 和 假设 相 矛 盾 . 因此 N 为 素数 . 


(5.3) 若 21 N, U = U(P.Q) 是 判别 式 为 D 的 Lucas 序列 ， 
gcd(N, QD) =1. W N | Us, (y. 

证 明 M ged(N,Q) = 1 All (4.12) 可 知 N | Aap (N), 其 中 o 
Al BAX? - PX +Q HR. WRN = TT pi n 


Aaa (N) = ged beo (» i (2) j 


= 2ga [ t7 (».- (2)] 
从 而 Aaa (N) BRIS 


ie (= (B) em 
由 (4.15) 可 知 n | Uus (wy 


(5.4) Æ 2 t N, U = U(P.Q) 是 判别 式 为 D 的 Lucas 序列 ， 
(D | N) = -1, N | Unyi, Ul ged(N, QD) = 1. 

证 明 由 于 (D |N) 40, SAI ged(N, D) = 1. WR N MQ 
有 公共 素 因子 p, H p{ D = P? —AQ BTR p £P. h (4.18) 可 知 对 
每 个 >l, pfU,. 而 这 与 假设 矛盾 ， 所 以 ged(N. Q) = 1. 


我 们 还 需要 如 下 一 个 结果 . 
(5.5) 21 N, 9 为 N+1 的 素 因子 , U =U(P,Q) AV =V(P,Q) 
是 对 于 (P,Q) 的 Lucas FFX, FIRS D #0. X ged(P,Q) = 1 
或 者 ged(N,Q) = 1. WRN 除 尽 Uma M Vinay. W 


N | Viv-0/29- 
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N+1 N+1 N-«1 
+ u, 
2 2q q 


证 明 
知 


其 中 u= > TE! 


2VeN+1)/2 = VN+1)/29ViN+1) /alu + DU(w+1)/2qQU N +1)/ahu- 


由 (4.15),N | Uis /qus 所 以 N | Vives Viv ena 

如 果 gcd( 已 @) = 1, 由 (4.21),gcd (Uwija V(v 0/4) = 
13k 2. 所 以 gcd(N, View siy/qu) = 1, AEN | Viva, 如 果 
gcd(N.Q) = 1, f EN. 和 Vensa AASER A F p, th (4.6), 
p|4Q. MTI p| QUA Jg p 是 奇 素数 ), 这 导致 牙 盾 . 口 


在 介绍 素性 检测 之 前 ， 我 们 给 出 一 个 数 为 合成 数 的 一 些 充分 
性 条 件 . 

设 N > 1 为 奇 整数 ， 如 果 存 在 参数 为 (P,Q) 的 Lucas 序列 
(Us)nzo. 判别 式 为 D, 并 且 gcd(N, QD) = 1. (Q | N) = 1, WA 
N EUsiy (py: JU N 是 合成 数 . 

类 似 地 ， 若 存在 参数 为 (P, 8) 的 Lucas fEBET AI (Va)n>0, 判 
别 式 为 D, 并 且 N18D, (Q |N) = -1 ME n £ Vii (pi JU 
N 为 合成 数 . 

证 明 若 N — p PE. pIQD. #(Q|p)=1, W 
p | Usqya . 若 (Q1p) = 一 1, 则 p|Votp)/2( 参 见 (4.23)). 两 种 情形 
均 导 致 巴 盾 . 口 


现在 给 出 一 批 素性 检测 方法 , 每 种 方法 都 比 前 一 个 方法 要 好 . 

检测 1 设 N >1 为 奇 素数 ，N+1= 了 TI;_191. 如 果 存 在 整 
HD, BE (DIN) = -1 并 且 对 N+1 的 每 个 素 因 子 qi, 都 有 判 
BIR D = P? — 4Qi 的 Lucas 序列 (US? )n>o, HEE gcd(P;,Qi) = 1 
或 者 gcd(N,Qi) = 1. 4N | USN EUG us 则 为 
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素数 . 

这 个 检测 的 缺点 是 需要 N + 1 的 所 有 素 因 子 ， 并 且 对 n= 1 
2,… ,N+1 EHA uO. 

证 明 由 (5.3) 和 (5.4) 可 知 对 每 个 i=1,…,s, N UG iwy 
W pO(N) 为 最 小 整数 7 使 得 N (UO. 由 (4.29) 或 者 (4.22) 以 及 
假设 条 件 , 可 知 pO (QN) | QN 1), PON) E(N +1)/g PON) | 
Vip(N). 由 此 可 知 对 每 个 i=1,… s, gf | pO(N). 于 是 (N+1)| 
wo(N). 再 由 (5.2) 知 N 是 素数 . B 


下 面 的 检测 方法 把 计算 量 减少 一 半 . 

检测 2 设 N > 1 为 奇数 ，N+I= hal 假设 存在 整数 
D (844 (D | N) = -1 并 且 对 N +1 的 每 个 素 因子 qu, 均 存在 判别 
RH D = P? - AQ; 的 Lucas 序列 (V9), 9, 其 中 gcd(P,Qi) = 1 
或 者 gcd(N,@i) = 1 KAN IV NIV WN X 
素数 

证 明 dfi (4.2) BIN | UR 由 (5.5) IN EUG sí :再 由 
检测 1 知 N 为 素数 . o 


下 面 的 检测 只 需要 N +1 的 一 部 分 素 因子 . 

检测 3 设 N > 1 为 奇数 ，g 为 N+l 的 一 个 素 因子 ， 并 
H 24 > VN +1. 假设 存在 判别 式 D = P? — 4Q 的 Lucas 序列 
(W)n>o, 其 中 ged(P,Q) = 1 或 者 ged(N.Q) = 1, 并 且 (D | N) = 
=1, N | Vons Nt Vinys W N 是 素数 . 

这 个 检测 的 缺点 是 需要 N +1 的 一 个 足够 大 的 素 因子 . 

证 明 BEN — IE ps. 由 (4.2) MIN | Una. 然后 由 (4.29) 
或 (4.22) 可 知 p(N) | (N +1). 由 (5.5) BIN f£ Uwt 所 以 
PN) + (N +1)/4: ERES q | ALN). th (5.4) AF (5.3) BIN’ | Upc; 


- 66- 


所 以 P(N) | p (N), 这 给 出 p(N) | N TIL Gs — (D | p) 

FA at N, 可 知 存在 p; i q |p- (D | pi) 于 是 pi = 
(D | pi) (mod 24). 这 给 出 pi > 291» VN, 1 & N/pi < VN < 
2q — 1. 所 以 N/pi = 1, BI N 为 素数 . 口 


下 面 的 检测 是 由 Morrison 于 1975 年 提出 的 ， 可 看 成 是 第 2.3 
节 中 Pocklington 检测 的 一 个 类 比 . 

检测 4 设 N > !1 为 奇数 ，N+1= FR, ged(F,R)-1,3f 
县 知道 F 的 素 因子 分 解 式 、 又 设 存在 整数 D 使 得 (D1N)= 一 
并 且 对 F 的 每 个 素 因子 ai, 均 存 在 判别 式 为 D = P? — 4Qi 的 
Lucas 序列 (Us) )n>0, 其 中 ged(P;,Qi) = 1 BF gcd(N,Q@i) = 1, 
使 得 N | UOS. ged(UQ 90) = 1. 则 对 N WET RAF p, 
Hj p= (D |p) (mod F). X3& F > VN +1, Jl] N 是 素数 . 

证 明 BE pO (QN) | (N +1), FE pO (p) | (N +1). 但 
是 p40 人 4pya 所 以 由 (429) 或 (4.22) 0(p) | (N 1/0 如 果 
af F, W aft | o9 (p). 由 (4.18) AT AI af | p — (D | p), 3X FY HE 
HLF |p- (D |p). XÆ F >VN+1, Wl p+1>p-(D|p)>F> 
VN +1. 所 以 p > VN. 这 表明 N 为 素数 . a 


下 面 结果 告诉 我 们 N 可 能 有 的 素 因子 . 
(5.6) 设 N 为 奇数 ， N 十 1 = FR, ged(F, R) = 1, 并 日 知道 下 的 
KATOR. 假设 存在 判别 式 为 D = P? — 4Q 的 Lucas JJ] 
(Un)n>0, 其 中 ged(P,Q) = 1 或 者 gcd(N,Q) = 1, 使 得 (D | N) = 
一 1, N| Una: 并 且 ged(Ur, N) — 1. 如 果 p EN RAS, WE 
TE R REF q. 使 得 pz = (D | p) (mod q). 

证 明 rf (4.18) Al p(p) | QN +1) "TA plp) | p — OD | p). 但 是 
p tUr, 所 以 p(p) t F. 于 是 gcd(p(p), R) A 1. 所 以 H ) ARAL 
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共 素 因子 4 . 特别 有 p= (D | p) (mod q). a 


这 个 结果 给 出 以 下 检测 方法 . 

检测 5 设 N >1 为 奇数 ，N+l= FR, ged(F.R) = 1, 
并 且 知 道 FORMIS TIMOR. 而 RRAK B 小 的 素 因 子 ， 其 中 
BF > VN +1. 如 果 存 在 D 使 得 (D | N) = -1 并且 满足 以 下 两 
TARTE 

(i) X F HEDRET qi, 都 有 判别 式 为 D= P? - AQi 的 
Lucas 序列 (UN)n>0， ud edP Qo) 二 1 或 者 ged(N Qi) = 1, 
EIEN [US 并 且 ged (Uii N) = 1 

(ii) 存在 判别 式 为 D = P" — 4Q' 的 Lucas 序列 (Uj )n>0, 其 
中 gcd(P',Q') = 1 RÆ ged(N.Q") = 1, 使 得 N | Uns, FFA 
ged(Up,N) — 1, W N ARR. 

WEB] 设 p 为 N 的 素 因子 . 由 检测 4 Ml p = (D | p) (mod F). 
而 由 (5.6) 知 存在 R 的 素 因 子 q, 使 得 = (D | p) (mod q). 于 是 

(D | p) (mod qF). 这 时 


p-12p-(D|p 2qF2BF»VvVN«1 


所 以 p> VN. h Tpi N 的 任意 素 因 子 ， 可 知 N 必 为 素数 ， 口 


检测 5 比 前 面 的 检测 都 更 灵活 ， 因 为 只 需要 N + 1 的 一 部 分 
因子 ， 只 要 使 W+ 1 的 另 一 部 分 没有 小 于 B 的 因子 即 可 . 

现在 我 想 说 明 如 何 快速 计算 Lucas 序列 中 的 项 U, 和 Vn, 其 
中 的 n 很 大 ， 这 里 有 一 种 方法 与 第 23 节 计 算 高 次 方才 的 方法 相 
类 似 . 

Bn = no em 257 十:… 十 PK X n 的 二 进 制 展开 ， 其 中 
ni € {0,1}, no= 1, FH k= [lgn/Ig2]. 为 了 计算 Us (ek Vn), 需 
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要 对 一 些 m 同时 计算 Un 和 Vin. 需要 以 下 的 公式 : 


RE A 
Pure ( 见 (4.2) R) 
Vay = V? — 2Q! 


| 2Uaj41 = Vaj + PU; 


: - ( 见 (4.5) 式 ) 
2V5;41 = PV2; + DU»; 
^P so ng — 1l, sj41 = 28; + nji W sy — n. MARTEX j Sk 


计算 Us, HV. 注意 


Us, = Uns; en, i = Uns; S Uns, 


j 


Vajaa = Vosj;tnyer zz Vs, 或 V2s,+1 


所 以 内需 算 扩 个 数 ， 即 2k 个 Ci 和 2k 个 Vi. 如 果 只 需 知道 
Un (mod N), 则 每 步 计 算 都 可 把 一 个 数 改 用 模 N 的 最 小 正 剩 余 . 
第 二 种 方法 也 很 快 ， 对 于 了 > 1 


es a )- ( 2-5 ) ( E i 
U VW 1 0 Ujcy Vis 
D 
sm=( * S \ w 
1 0 
Ks. i eret tola 
iu Wa 0 2 


WAM 将 me 表 成 一 进 制 , 然后 可 像 计算 一 个 数 的 m TT ARE 
计算 Mn. 如 果 只 需 计 算 Un (mod N), 则 上 面 计算 的 每 一 步 可 随 
时 把 数 改 用 它 模 N 的 最 小 止 剩余 . 

在 本 小 节 的 结尾 , 我 想 指出 : 还 有 很 多 其 他 类 似 的 素性 检测 方法 
适用 上 某 种 形式 的 数 ， 这 些 方法 采用 Lucas 序列 或 者 其 他 类 似 的 序 
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Ji]. 有 时 可 以 组 合 使 用 第 2.3 节 中 的 检测 和 本 节 的 检测 方法 , 见 Brill- 
hart, Lehmer 和 Selfridge(1975) 文章 ， 我 想 再 ( 半 开 玩笑 地 ) 作 一 点 
评论 : 一 般 来 说 , 检测 程序 叙述 得 愈 长 , 素性 判定 执行 起 来 往往 愈 快 . 

以 上 所 介绍 的 检测 方法 可 用 于 形 如 2^ — 1 的 数 (例如 第 2.7 
节 的 Mersenne 数 ， 那 里 给 出 更 具体 的 检测 方法 ), 也 可 用 于 形 如 
k2” — 1 的 数 ( 见 Inkeri 1960 年 文章 或 Riesel 1985 年 的 书 ). 

1998 年 ，H.C.Williams 出 版 了 一 本 书 ， 对 Lucas 的 工作 进行 
了 历史 性 的 数学 研究 .读者 若 想 了 解 更 多 ， 我 推荐 去 看 这 本 权威 
性 并 且 介 绍 更 详细 的 著作 . 


2.6 $t 


对 于 具有 更 特别 形式 的 数 ， 则 有 更 适宜 的 方法 来 判别 它们 是 
素数 还 是 合成 数 . 比如 对 形 如 2™ - 1 的 数 的 研究 就 有 很 长 的 历史 
T. 

如 果 2 +1 为 素数 ， 则 m = 2", 即 必 为 费 马 数 Fa = 27 $1, 
前 几 个 费 马 数 Fo = 3, F = 5, Fo = 17, F3 = 257, F4 = 65537 都 是 
素数 ， 费 马 相 信 并 旦 打算 证 明 : 所 有 竟 马 数 都 是 素数 . th PBs 是 
10 位 数 ， 为 了 检测 它 的 素性 ， 需 要 在 10° 以 内 的 素数 表 (当时 费 
马 没有 这 种 数据 ). 或 者 采用 某 种 判别 法 ， 能 够 判别 某 个 数 是 在 为 
费 马 数 的 因子 . 在 这 些 方 面 费 马 都 没有 成 功 . 

欧 拉 证 明了 : 4n > QB, Fa REAP Se 27? 41, 
由 此 他 找到 了 Fs 的 一 个 素 因 子 641 


F; = 641 x 6700417 


证 明 只 需 证 Fa 的 每 个 素 因 子 p 有 所 述 形式 . 由 于 22 
一 1 (mod p), 可 知 22" ”==1 (mod p). 所 以 2 SE p 的 阶 为 2"+1. 


= il 
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EDERA 277 | p- 1. 特别 地 ，8 | p— 1. PWD = 
(2 |p) — 1 (mod p). BRAK A PH | PZL, 这 表明 六 = kon? 
a" 


当 n 增 大 时 ， Fa 增 大 的 很 快 ， 所 以 判别 Fa 的 素性 很 花 时 
IE]. 利用 Lucas 给 出 的 费 马 小 定理 逆 命 题 ，Pepin 在 1877 年 对 于 
费 马 数 给 出 以 下 判定 素性 的 方法 . 


Pepin 检测 4 Fn = 2" 十 1 (n> 2), k 2 2. 则 以 下 两 条 件 
等 价 . 

(i) Fa 为 素数 并 且 (k | Fa) = 一 1. 

(ii) &F»-9/? = —1 (mod Fy). 

证 明 如 果 ( 成立， 则 由 欧 拉 判别 法 


kD = (&) = —1 (mod F,) 
n 


友之 若 (i 成 立 , 取 1 < a < F, 使 得 a = k (mod E). W 
a(F»-0/? = —1 (mod Fa). FE afP-!z1 (mod Fa). 由 第 2.3 
节 的 检测 3, Fn 为 素数 .而且 

k 


(&) = kM -0/7 = -1 (mod Fr) n 


HJ VAIR k = 3,5,10. ti F Fn = 2 (mod 3), Fa = 2 (mod 5), Fr 
= 1 (mod 8), 利用 雅 可 比 互 反 律 得 到 
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这 个 检测 在 应 用 中 很 有 效 , BE Fs RR, RMR EA H 
Fa 的 任何 因子 . 

Lucas 用 这 个 方法 证 明了 Fs 是 合成 数 . 而 Landry 在 82 岁 的 
时 候 (1880 年 ) 给 出 分 解 式 


Fg = 274177 x 67280421310721 


Landry 没有 说 明 他 如 何 给 出 这 个 分 解 式 ， Williams(1993) 根 

" Landry 的 信件 和 文章 中 的 一 些 线索 ， 指 出 了 Landry 所 用 的 方 

. 但 是 在 Biermann(1964) 为 Clausen 所 写 的 传记 中 有 一 个 更 精 
: . Clausen 是 著名 的 计算 能 手 和 天 文学 家 ， 他 在 1855 年 
1 月 1 日 给 高 斯 的 信 中 已 经 得 到 Fo 的 完全 分 解 式 . 这 封 信保 存在 
哥 丁 根 大 学 图 书馆 中 . Clausen 在 信 中 相信 ， Fe 的 两 个 因子 中 
的 大 因子 是 当时 所 知 的 最 大 素数 , 奇怪 的 是 ，Biermann 在 传记 知 
所 写 的 有 关 评注 多 年 来 并 不 为 人 所 知 

将 费 马 数 因子 分 解 是 一 个 被 大 基 研 究 的 课题 K 2.6 中 给 出 
这 项 研究 的 现状 ， 其 中 P, 表示 是 一 个 n 位 的 素数 ,而 Cn 表示 一 
个 nn 位 的 合成 数 . 


表 2.6” 费 马 数 的 完全 分 解 式 


Fs = 641 x 6700417 

Fg — 274177 x 67280421310721 

Fy = 59649589127497217 x 5704689200685129054721 

Fs = 1238926361552897 x P62 

Fg = 2424833 
x 7455602825647884208337395736200454918783366342657 x P99 

Fio = 45592577 x 6487031809 
x4659775785220018543264560743076778192897 x P252 

Fi1 = 319489 x 974849 x 167988556341760475137 
x3560841906445833920513 x P564 


+ T2. 


注 记 

Fs Behr (1732) 

:第 1 个 因子 由 Clausen(1855, 未 公开 发 表 ),Landry 和 
Le Lasseur(1880) 

Fz: Morrison 和 Brillhart(1970) 

Fs: Brent 和 Pollard(1980), 第 1 个 因子 

Fy: ”Western(1903). 第 1 个 因子 ， 其余 因 子 由 A.K.Lenstra 
和 Manasse(1990) 

Fo: ”第 1 个 因子 由 Selfridge(1953), 第 2 个 因子 由 Brillhart 
(1962) 其 余 因 子 由 Brent(1995) 

Fu: ”前 两 个 因子 由 Cunningham(1899), HREF H Brent 
(1988) 第 5 个 因子 的 素性 由 Morain(1988) 证 明 . 


跟踪 迅速 发 展 的 所 有 最 新 结果 和 了 解 费 马 数 分解 的 最 新 方法 
是 相当 困难 的 . 在 这 些 方面 , Brent(1999) 和 Brent, Crandall, Dilcher 
和 van Halewyn(2000) 的 文章 包含 许多 信息 ， 作 者 感谢 W.Keller 
使 其 能 跟 上 关于 费 马 数 研究 进展 的 步伐 ( 见 表 2.7 、 2.8). 


表 2.7 ” 费 马 数 的 不 完全 分 解 


F2 = 114689 x 26017793 x 63766529 x 190274191361 
X1256132134125569 x C1187 

Fia = 2710954639361 x 2663848877152141313 
x3603109844542291969 x 319546020820551643220672513 x C2391 

Fıs = 1214251009 x 2327042503868417 
x168768817029516972383024127016961 x C9808 

Fıs = 825753601 x 188981757975021318420037633 x C19694 

F\7 = 31065037602817 x C39444 

Fig = 13631489 x 81274690703860512587777 x C78884 

Fig — 70525124609 x 646730219521 x C157804 

F5; = 4485296422913 x C631294 

F23 = 167772161 x C2525215 
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R28 ” 费 马 数 是 合成 数 ， 但 不 知 它 的 素 因子 


Fa: Selfridge and Hurwitz (1963) 

F290: Buell and Young (1987) 

Foo: Crandall, Doenias, Norrie and Young (1993) 
Carvalho and Trevisan (1993) ((f JI fi s Hh) 

Fa: Mayer, Papadopoulos and Crandall (1999) 


目前 完全 不 了 解 的 最 小 费 马 数 为 Fas, Fa, Fas, Fao, Pa, Fia, 


记录 

A. 目前 所 知 的 最 大 费 马 数 为 Fy = 65537. 

B. 目前 所 知 为 合成 数 的 最 大 费 马 数 是 Fasasi, 它 有 因 
子 3 . 22145353 4 XA 645817 位 的 因子 是 J.B.Cosgrave 和 他 在 
St.Patrick 学 院 (爱尔兰 ， 都 柏林 ) 的 研究 小 组 于 2003 年 2 月 21 
日 找到 的  P.Jobling,G.Woltman 和 Y.Gallot 三 人 的 研究 计划 在 
这 项 发 现 中 起 了 本 质 的 作用 . 

C. 到 2003 年 5 HIX, CAH 214 个 费 马 数 是 合成 数 . 


下 面 是 一 些 林 解 的 问题 : 

1) 是 否 存在 无 穷 多 费 马 素数 ? 

由 于 高 斯 的 一 个 著名 结果 , 这 个 问题 成 为 一 个 重要 的 问题 . 高 
斯 在 《算术 探究 》 一 书 的 第 365. 366 两 节 解 决 了 古代 三 大 数学 
难题 之 一 : 哪些 正 n UG (n > 3) 可 以 尺 规 作 图 ? 他 证 明了 : 可 以 
尺 规 作 图 的 正 多 边 形 的 边 数 有 形式 n = 25pi pu, 其 中 k,h > 0， 
而 pis ,ph 是 不 同 的 费 马 素数 . 

1844 年 ， Eisenstein 曾经 想 证 明 存 在 无 穷 多 个 费 马 素数 ， 浊 
实 上 ， 早 在 1828 年 ， 一 位 不 知名 的 作者 说 过 : 


2 922 
2+1, 241, 2? 41, 227 
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都 是 素数 ,并且 还 认为 再 加 上 22 + 1 之 后 就 给 出 全 部 费 马 素数 . 
但 是 Selfridge 在 1953 年 发 现 Fig 的 一 个 因子 , 即 Fis 不 是 素数 ， 
从 而 否定 了 上 述 猜想 . 

2) 是 否 存在 无 穷 多 费 马 数 是 合成 数 ? 

使 用 目前 的 方法 ， 似 乎 很 难 解决 这 两 个 问题 ， 至 今 我 们 对 它 
们 还 所 知 甚 少 . 

3) 是否 每 个 费 马 数 都 是 无 平方 数 ( 即 没有 大 于 1 的 平方 因 
T)? 

Lehmer 和 Schinzel 都 猜想 有 无 穷 多 个 费 马 数 没有 平方 因子 . 
Kp ARR, 而 p? 除 尽 某 个 费 马 数 , 不 难 证 明 2^7! = 1 (mod p°). 
我 将 在 第 五 章 5.3 节 给 出 证 明 . 由 于 费 马 数 是 彼此 互 素 的 ， 如 果 
存在 无 穷 多 个 有 平方 因子 的 费 马 数 ， 则 存在 无 穷 多 个 素数 p 满足 
上 述 同 余 式 .我 将 在 第 五 章 讨论 这 个 同 余 式 .满足 这 个 同 余 式 的 
素数 p 是 不 多 的 .特别 地 ， 现 在 不 知道 是 否 有 无 穷 多 素数 满足 这 
个 同 余 式 . 

Sierpiński 在 1958 年 研究 数 S, = n" +1 (n > 2). 他 证 明了 : 
若 Sn 为 素数 ， 则 存在 m > 0, 使 得 n= 22”, 所 以 Sn = Fingom 是 
费 马 数 ， 由 此 可 证 明 : 在 位 数 «3-102 的 整数 中 ， Sn 为 素数 的 
只 有 5 和 257. 这 两 个 数 对 应 于 m=0 和 1(Fi = 5, F3 = 257). 对 
P m = 2,3,4,5, Fo, Fri, Foo 和 For 都 是 合成 数 . 对 于 m = 6 则 为 
Fro, 目前 不 知 Fro 是 否 为 素数 ， 但 是 


9% 21 20 4.1029 
Fro > 22 á > 210 = (2119 > 19° 10 


JÉ lin n" +1 的 素数 足 很 少 的 . 但 是 , 是 个 只 有 有 限 多 个 这 种 形 
HW RRO 如 果 答 案 是 肯定 的 ， 那 就 有 无 穷 多 费 马 数 为 合成 数 . 
但 是 这 个 猪 想 没有 任何 基础 . 

最 近 三 位 作者 (Krizek, Luca 和 Somer) 合 写 一 本 257 页 的 


书 ， 书 名 叫 《 关 于 费 马 大 数 的 17 个 讲义 》， 书 中 介绍 了 费 马 数 的 
一 些 有 趣 的 事情 . 由 于 费 马 数 研究 进展 得 迅速 ， 我 在 这 里 向 读者 
提出 一 个 问题 : 下 一 本 关于 费 马 数 的 书 要 有 多 少 页 ? 


2.7 Mersenne 数 


如 果 2”" 一 1 为 素数 ， 则 m = 9 必 为 素数 . 并 且 还 不 难 证 明 : 
若 和 一 1 是 一 个 素数 的 方 寡 ， 则 2™ 一 1 必 为 素数 ， 从 而 m AR 
Re (如 果 你 不 能 证 明 这 件 事 ， 请 看 Ligh 和 Neal(1974) 的 文章 ). 

数 M, = 2? — 1(q 为 素数 ) 叫 作 Mersenne 数 ， 考 虑 这 种 数 是 
源 二 对 十 完全 数 的 研究 ( 见 本 节 附 录 ). 

在 Mersenne 那个 时 代 就 已 经 知道 某 些 Mersenne 数 为 素数 ， 
另 一 些 为 合成 数 . 例如 ，M2 = 3, M3 = 7, Ms = 31, M; = 127 HK 
数 ,而 My, = 23x89.1640 年 , Mersenne 说 对 于 q = 13, 17, 19, 31, 67, 
127 和 257,M, JERK. (LEM T q = 67 和 257, 他 说 得 不 对 ， 
JHE q < 257 Ht, q= 61,89 和 107 时 ， M, 也 是 素数 ， 既 使 如 
此 ， 由 于 这 些 数 都 很 大 ， 他 的 论断 还 是 令 人 惊讶 . 
要 判别 一 个 Mersenne 数 是 否 为 素数 ， 显 然 需要 有 办 法 决定 
它 的 因子 . 在 这 方面 ， 欧 拉 在 1750 年 叙述 了 一 个 古典 结果 ， 它 由 
Lagrange(1775) 和 Lucas(1878) 所 证 明 . 


车 gq 三 3 (mod 4) 为 素数 ， 则 2g 十 1 | M, 当 且 仅 当 2g 十 1 为 
HK. 并且 在 29 十 1 为 素数 时 ， 若 9 > 3. IM, 为 合成 数 . 


证 明 邻 n=2g+1| M, He 2? z 1 (mod n), 可 知 29 z 
1 (mod n),2?* — | = (2? + 1)M, = 0 (mod n). 由 第 2.3 的 Lucas 
检测 3 可 知 n ERR. BIA p = 2g 十 1 为 素数 . 由 上 p= 
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7 (mod 8), (21p) = 1, 所 以 有 整数 m, 使 得 2 = m? (mod p). 于 是 
24 = 2(P-1)/2 = q-! = 1 (mod p), Bil p | Ms. 
XË q > 3, WW M, = 21-12 29-1 p. 从 而 Mo 是 合成 数 . 
B 


这 表明 对 于 q = 11, 23,83, 131, 179, 191, 239 和 251,M,; 分 别 有 
因子 23, 47, 167, 263, 359, 383, 479 和 503. 

大 约 在 1825 ^£, Sophie Germain 考虑 g 和 2+1 同 为 素 
数 这 件 事 和 费 马 猜想 之 问 的 联系 ， 这样 的 素数 4 现在 叫 作 Sophie 
Germain 素数 .我 将 在 第 五 章 讨论 这 种 素数 . 

容易 决定 Mersenne 素数 的 因子 所 具有 的 形式 . 


Æ n | M; (q > 2), A] n = +1 (mod 8) #H n = 1 (mod q). 
证 明 只 需 对 M, 的 每 个 素 因子 p 证 明 所 述 性 质 . 4 p | M, 
29 — 1, 则 27 = 1 (mod q). 由 费 马 小 定理 知 g |p — LB p-1- 

2kq(Hi T. p £2). FÆ 


(2) = 2° = 9% =] (mod p) 
D 


由 第 2.2 节 所 述 的 勒 让 德 符 号 性 质 ， 可 知 p= +1 (mod 8). o 


Cataldi 用 试 除法 证 明了 Mis 和 Miz 为 素数 ， 欧 拉 也 足 用 试 
除法 证 明了 Mai 为 素数 ， 但 是 前 面 所 述 关 于 Mersenne 数 因子 的 
形式 , 可 知 欧 拉 做 了 许多 计算 . 对 此 可 见 Williams 和 Shallit(1994) 
的 文章 . 

就 目前 所 知 , 判别 My 是 否 为 素数 的 最 好 方法 , 是 由 Lucas(1878) 
和 Lehmer(1930, 1935) 指明 的 基 十 一 种 递归 序列 的 计算 . 还 可 见 
Western(1932), Hardy 和 Wright(1938) 和 Kaplansky(1945 ). 但 是 


RTT 


用 此 法 不 能 明显 地 得 到 Ma 的 因子 . 
MR 24n > 3, WM, —2^—12z7(mod 12). RAN = 
7 (mod 12), 则 雅 可 比 符号 


G)- Germ 


XT Mersenne 数 的 素性 检测 4 P=2,Q=-2, ird 
应 的 Lucas 序列 (Um)m>0 Al (Vm)m>0. 它们 的 判别 式 为 D = 
则 N = M, 为 素数 当 且 仅 当 N | Vn+41)y2: 
证 明 NN ARR, h (4.2) 


VD = Via + 2009/2 = 一 4 0 
=Vn4i (x) = Vwai-c4 (mod N) 
这 是 因为 N= 三 3 (mod 4) WI N =7 (mod 8), 可 知 
)-)8)-- 
N N N 
只 需 再 证 Vii = —4 (mod N). 


由 (4.4),2VN+1 =VNwm+DUNU = 2Vy 二 12UN. 再 由 (4.14) 
和 (4.13) 


Vyaa = Vv + 6Uv = 2+ 6(12| N) 三 2-6= —4 (mod N) 


BZN | Veny: 由 (42) BIN | Vga. 又 由 (4.6),V; (N41)/2 — 
Uva = A(7-0 0*7, AM ged(N.Uwyiyj2) = 1 LA 
gcd(N, 2) = 1. 由 第 2.5 节 检测 1 可 知 N 为 素数 . a 


为 了 计算 简单 ， 更 方便 的 是 将 序列 (Vino 改 用 由 
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So=4, Sk 82-2 


递归 定义 的 序列 (Sejk>o. 此 序列 为 4, 14, 194,…. 而 检测 为 


Mn 二 2" 一 1 是 素数 当 且 仅 当 Mn | Sn-2 
证 明 50=4= 多 /2. 设 Ser = Vo /2 ^, Jl] 
V ED Voca 十 22 E Vost 


Sk = Sia -2 22* 92* 92* 


由 上 述 检测 即 知 


My WHERE Mn | Vosa = Vni = 27 5 2 € Mn | Sn-2 
n 
这 个 检测 的 优点 是 计算 可 以 依次 进行 . 所 有 大 的 Mersenne X 
数 都 是 用 这 种 方法 发 现 的 ， Lucas 本 人 在 1876 年 证 明了 Mioz 是 
素数 ， 而 Moz 为 合成 数 . 不久 以 后 Pervushin 证 明了 Mg, 也 是 素 
Xi. 最 后 Lehmer 于 1927 年 证 明了 M2sy 为 合成 数 (发 表 于 1932 
4E). 注意 Mio; 是 39 位 数 ， 是 计算 机 时 代 之 前 所 发 现 的 最 大 素 
数 ， 它 作为 世界 记录 保持 了 很 长 一 段 时间 . 
q < 127 的 Mersenne 素数 都 是 在 计算 机 时 代 之 前 发 现 的 .图 
灵 (A.Turing) 在 1951 年 第 一 个 试图 用 电子 计算 机 寻找 Mersenne 
素数 , 但 他 没有 成 功 ，Robinson 用 一 个 SWAC 计算 机 在 洛杉矶 美 _ 
国 国家 标准 局 进行 Lehmer 检测 方法 . 在 D.H.Lehmer fil E.Lehmer 
协助 之 下 ， 于 1952 年 1 月 30 日 第 一 次 用 计算 机 发 现 了 Msa 和 
Moor 为 素数 .在 同一 年 后 来 又 找到 素数 Miz79, M2203 和 M2281. 
当 4 很 大 时 ， 用 Lucas-Lehmer 试验 法 判别 M, 的 素性 需要 
很 大 的 计算 量 ， 一 定 要 由 一 个 团队 在 高 速 计算 机 上 工作 ,而且 采 
用 专门 设计 的 程序 .在 做 乘法 运算 时 ， Schónhage 和 Strassen F 
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1971 年 发 明 的 快速 傅 里 叶 变换 起 了 重要 作用 . 在 寻找 大 素数 时 出 
现 了 Crandall 和 Woltman 的 研究 计划 . 

由 Woltman 组 织 的 “寻找 Mersenne 素数 的 互联 网 计划 ” 
(great internet mersenne prime search, GIMPS ), 目的 是 寻找 大 
的 Mersenne 素数 . 任何 人 只 要 愿意 , 都 可 带 上 个 人 电脑 参加 这 个 
计划 ， 他 将 会 收 到 软件 和 一 些 素 指数 ， 这 是 他 的 工作 领域 .现在 
这 项 计划 已 登记 了 几 千 位 参加 者 . 

距 现在 不 算 太 和 久远， 那些 淘金 者 们 离开 家 庭 和 朋友 ， 冯 过 蟒 
蛇 遍 布 的 丛林 和 疾病 蔓延 的 沼泽 ， 走 向 无 人 居住 的 荒野 或 悬崖 峭 
壁 的 雪山 ， 去 寻找 财富 . 寻找 Mersenne 素数 的 现代 探索 者 们 做 着 
类 似 的 探险 ， 他们 不 能 预见 自己 所 猎取 目标 的 位 置 ， 首 先 找到 信 
息 的 人 靠 的 是 运气 好 ， 但 不 能 使 他 致富 .现实 情况 和 我 的 这 个 比 
喻 没有 多 大 差别 ， 读 者 可 以 参看 Woltman(1999) 描述 他 自己 发 现 
第 38 个 Mersenne 素数 的 历程 : 探险 队长 说 …… 


记录 

K 2.9 中 列 出 前 38 个 Mersenne 素数 ， 目前 所 知 的 最 大 
的 Mersenne 素数 为 My, q = 13466917. 这 个 素数 有 4053946 fy. 
它 是 由 M. Cameron, G. F. Woltman 和 S. Kurowski 根据 GIMPS 
研究 项 目 于 2001 年 11 月 14 日 发 现 的 . 这 是 目前 所 知 的 最 大 素 
数 ， 一 百 万 位 以 上 的 “超级 素数 ”现在 只 知道 两 个 . 


素数 Milosos 是 在 Mi32049 和 Mozi6091 之 后 发 现 的 . 下 一 个 
Mersenne 素数 可 能 会 在 q < 13466917 范围 内 找到 ,因为 对 这 个 范 
围 以 内 的 素数 g, 还 有 许多 M 没有 确定 它们 的 素性 . 

另 一 方面 , 我 们 已 经 说 过 , 4 q= k-2" — 139 Sophie Germain 
素数 (EP q 和 2q + 1 均 为 素数 ), 则 Ms 是 合成 数 . 
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表 2.9 Mersenne 素数 M,,q < 7000000 


q 发 现时 间 (年 ) 发 现 者 
2 n 
3 5 : 
5 A a 
7 $ : 
13 1461 未 知 * 
17 1588 P.A.Cataldi 
19 1588 P.A.Cataldi 
31 1750 L.Euler 
61 1883 LM.Pervushin 
89 1911 R.E.Powers 
107 1913 E.Fauquenmbergue 
127 1876 E.Lucas 
521 1952 R.M.Robinson 
607 1952 R.M.Robinson 
1279 1952 R.M.Robinson 
2203 1952 R.M.Robinson 
2281 1952 R.M.Robinson 
3217 1957 H.Riesel 
4253 1961 A.Hurwitz 
4423 1961 A.Hurwitz 
9689 1963 D.B.Gillies 
9941 1963 D.B.Gillies 
11213 1963 D.B.Gillies 
19937 1971 B.Tuckerman 
21701 1978 L.C.Noll and L.Nickel 
23209 1979 L.C.Noll 
44497 1979 H.Nelson and D.Slowinski 
86243 1982 D.Slowinski 
110503 1988 W.N.Colquitt and L.Welsh, Jr. 
132049 1983 D.Slowinski 
216091 1985 D.Slowinski 
756839 1992 D.Slowinski and P.Gage 
859433 1993 D.Slowinski and P.Gage 
1257787 1996 D.Slowinski and P.Gage 
1398269 1996 J.Armengaud, G.F.Woltman and GIMPS 
2976221 1997 G.Spence, G.F.Woltman and GIMPS 
3021377 1998 R.Clarkson, G.F.Woltman, 
S.Kurowski and GIMPS 
6972593 1999 N.Hajratwala, G.F.Woltman, 


S.Kurowski and GIMPS 
* 见 Dickson 《数论 史 》 第 -- 卷 第 6 页 . 


记录 

目前 已 知 最 大 的 合成 数 M, JJ q = 2540041185 x 21141779 _ ], 
由 D.Underbakke, G.F.Woltman fH Y.Gallot F 2003 年 1 月 发 现 . 
这 个 4 是 目前 所 知 最 大 的 Sophie Germain 素数 ( 见 第 五 章 5.2 节 ). 


Riescl 的 书 (1985) 中 有 M, = 2^ — 1 (21n < 257) 的 完全 分 
fu. 更 大 的 表 请 见 Brillhart 等 人 于 1983 年 、1988 年 和 2002 年 
(第 3 版 ) 出 版 的 著作 . 

像 费 马 数 一 样 ， 对 于 Mersenne 数 也 有 许多 问题 . 

(1) ESHER L Mersenne 素数 ? 

(2) 是 寿 存 在 无 穷 多 Mersenne 数 为 合成 数 ? 

这 两 个 问题 的 答案 应 当 都 是 肯定 的 ,我 将 解释 为 什么 会 这 
比如 ， 在 第 六 章 第 6.1 节 ， 在 (D5) 之 后 可 以 看 到 : 在 一 jr F 
Mersenne 数 的 序列 中 包含 有 无 穷 多 个 合成 数 ， 

(3) EAA Mersenne 数 都 无 平方 因子 ? 


Rotkiewicz 在 1965 年 证 明了 : 若 p 为 素数 而 p? 除 尽 某 个 
Mersenne Xt, 则 277! = 1 (mod p°). 当 费 马 数 被 p? 除 尽 时 ， 已 经 
得 到 过 类 似 的 同 余 式 . 

关于 Mersenne 数 还 想 再 提 两 个 问题 ,其 中 一 个 已 经 解决 ， 另 

一 个 则 至 今 未 解决 . 

如 果 M, 为 素数 ， 那 么 Mu, 是 否 一 定 也 是 素数 ? 

SRE EN: Mis = 8191 为 素数 ， 而 Maii 为 合成 数 ， 
这 是 由 Wheeler 证 明 的 ， 见 Robinson (1954) 的 论文 .注意 Maioi 
是 多 于 2400 位 的 数字 . 1976 年， Keller 找到 了 Msi: 的 一 个 素 
HF: 
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p = 2 x 20644229 x M)3 + 1 = 338193759479 


由 此 给 出 Maio: 是 合成 数 的 一 个 简单 证 明 : 为 了 验证 
22”= 2 (mod p), 只 需 计算 13 个 模 p 的 平方 运算 . 这 是 Keller 写 
信 告 诉 我 的 . 

第 2 个 问题 是 Catalan 在 1876 年 建议 的 ， 可见 Dickson 《 数 
论 史 》 第 1 卷 第 22 页 ， 考 虑 数列 


C, = 2? -1=3= Mp2 

Cy = 2% ~1=7=M; 

Cs = 2°? ~1=127=M, 

Ca = 20 ~1 = 27-1 = Mig; 


Cosy = 20" -1 


是 否 这 些 数 C. 都 是 素数 ? 其 中 是 否 有 无 穷 多 个 素数 ? 目前 连 Cs 
都 无 法 试验 ， 因 为 它 有 107 位 t 

最 后 介绍 Bateman,Selfridge 和 Wagstsff(1989) 关于 Mersenne 
素数 的 一 个 有 趣 的 狂想 . 


猜想 a p 为 正 奇数 (AY ARR). 若 下 面条 件 中 有 两 个 成 
， 则 第 三 个 条 件 也 成 立 . 

(a un +1 或 者 A EIAHA k > 1). 

(b) Mp 为 素数 . 


< 


m 


(c) (2? + 0/3 为 素数 . 


H.Lifchitz 和 R.Lifchitz 在 私人 通信 中 告诉 我 这 个 狂想 对 于 
p < 720000 均 对 . 在 这 个 范围 内 ， 满 足 这 三 个 条 件 的 素数 只 有 
p = 3,5,7, 13, 17, 19,31,61,127. 人 们 相信 也 只 有 它们 是 满足 这 三 
个 条 件 的 素数 . 


附录 : 关于 完全 数 

现在 我 介绍 完全 数 ， 讲 述 它们 与 Mersenne 数 的 关系 . 

自然 数 n > 1 叫 作 完全 数 ， 是 指 它 等 于 所 有 小 于 它 的 正 因 子 
之 和 ， 例 如 ， 在 10000 以 内 的 完全 数 有 n = 6,28, 496, 8128. 

在 古代 人 们 就 知道 完全 数 . 神学 和 宗教 作家 把 第 一 个 完全 数 
6 和 完美 性 联系 在 一 起 ， 创 世 需 要 6 天 ， 所 以 世界 是 完美 的 . 

欧 几 里 得 在 他 的 《几何 原本 》 第 九 章 命题 36 中 证 明了 : FF q 
为 素数 而 M, = 2? 一 1 为 素数 ， 则 N = 2271 (2? — 1) 是 完全 数 . 
欧 拉 后 来 又 证 明了 它 的 道 命题: 每 个 偶 完 全 数 均 有 了 欧 几 里 得 给 出 
的 形式 ， 于 是 ， 偶 完全 数 和 Mersene 素数 是 相互 对 应 的 . 

是 否 存在 奇 完全 数 ? 至 今 还 没有 找到 一 个 奇 完 全 数 ! 这 个 问 
题 已 有 很 多 研究 ， 但 仍 不 知道 答案 . 关于 这 个 问题 的 过 去 进展 可 
见 Guy 的 著作 (新 版 1994 4E), 那里 附 有 一 般 性 参考 文献 ， 下面 介 
绍 近 来 的 工作 . 

试图 解决 奇 完 全 数 问 题 的 方法 已 有 一 些 固定 的 模式 . 我 相信 ， 
讲述 这 些 方法 是 有 益 的 , 可 使 读者 感受 到 这 个 问题 为 何 那么 困难 . 
主要 思想 是 ， 如 果 存 在 奇 完 全 数 N, 对 于 N HAR RAT TR 
w(N),N 的 大 小 、 的 积 性 和 加 性 表达 式 等 可 以 有 什么 推论 ， 现 
在 对 于 N 的 每 种 性 质 作 一 个 综述 . 
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(1) 不 同 素 因子 个 数 =(N). 

Hagis(1980, 宣布 于 1975) 证 明了 w(N) > 8.Chein(1979) 在 博 
十 论文 中 也 给 出 同样 结果 . 19834, Hagis 和 Kishore 各 自 独立 
地 证 明了 : 车 31N, W w(N) > 11. 

Dickson 于 1913 年 在 这 个 方向 得 到 另 一 个 结果 : 对 每 个 上 > 1, 
至 多 有 有 限 个 奇 完全 数 N 使 得 w(N) = k.1949 年 Shapiro 给 出 一 
个 更 简单 的 证 明 . 

Kanold 在 1956 年 将 Dickson 定理 推广 为 研究 哪些 N 满足 
o(N) /N = o, 其 中 a 是 固定 的 有 理 数 ， 而 o(N) 表示 N 的 所 有 
正 因子 之 和 , 证 明 需 要 利用 以 下 事实 : 方程 aX3 - bY’ = c 至 多 
有 有 限 多 个 整数 解 (X,Y). 利用 Baker 著名 的 线性 型 对 数 方法 ， 
Pomerance 在 1977 年 对 上 面 不 定 方程 的 解数 可 以 得 到 有 效 的 估 
i. 取 a = 2, 对 每 个 人 > 1 他 证 明了 : SEX N A k^ 
的 素 因 子 ， 则 


N < (4k) ae" 
1994 ^£ Heath-Brown 将 此 结果 作 了 重大 改进 : 若 奇 完 全 数 N 
有 上 大 个 不 同 的 素 因 子 ， 则 


N « 4 


Cook(1999) 又 把 此 结果 最 下 面 的 4 改进 成 1951/7 = 2.123--- 


(2) 的 下 界 . 

Brent,Cohen 和 te Riele(1991) 证 明了 :对 每 个 奇 完全 数 N,N > 
10399, 在 此 之 前 Brent,Cohen (1989) 和 Hagis(1973) 分 别 证 明了 
N > 1019 和 N > 1050.Buxton 和 Elmore 在 1976 年 宣布 N> 
10200, 但 是 证 明细 节 不 够 清楚 ,未 被 接受 ，Grytczuk 和 Wojtowicz 
在 1999 年 对 N 给 出 更 大 的 下 界 ,但 是 F.Saidak 发 现 了 证 明 中 的 
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一 个 问题 ， 作 者 在 2000 年 已 知道 此 事 . 


(3) N 和 乘 性 结构 . 

欧 拉 给 出 第 一 个 结果 : N = pK, 其 中 p HRB, pth, 并 
H p=e= 1 (mod 4). 关于 大 的 类 型 也 有 许多 研究 结果 .例如 ， 
Hagis 和 McDaniel 于 1971 年 证 明了 不 是 立方 数 . 


(4) N 的 最 大 素 因 子 . 

Hagis 和 Cohen 于 1998 年 证 明了 N 一 定 有 大 于 109 的 素 因 
P. Hagis 和 McDaniel 在 早 些 时 候 (1975 年 ) 证 明了 N 的 最 大 素 
因子 一 定 大 于 100110.Muskat 在 1966 年 证 明了 N 必 有 大 于 1012 
的 素数 方 宕 的 因子 . 


(5) N 的 其 他 素 因 子 ， 

1975 年 Pomerance 证 明了 N 的 第 二 个 最 大 素 因 子 至 少 为 139. 
Hagis(1981) 和 Iannucci(1991) 分 别 又 改进 为 103 和 104. Iannucci 
F 2000 年 证 明了 第 三 个 最 大 素 因子 超过 100. 

Grün F 1952 年 证 明了 N 的 最 小 素 因 于 pi UE i < 3(N)+ 
2.Kishore (1977) 在 博士 学 位 论文 中 对 于 i = 2,3,4,5,6, 证 明了 NN 
的 第 i 个 最 小 素 因 子 小 于 22 (w(N) -i+ 1).1958 年 ， Perisastri 
证 明了 


« 21g 


NIN 


Nir 
Rie 


2» 
PIN 


这 个 结果 又 被 Suryanarayana(1963), Suryanarayana,Hagis(1970) 以 
及 Cohen(1978) 加 以 改进 . 


(6) N 的 加 性 结构 . 
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Touchard 于 1953 年 证 明了 N = 1 (mod 12) 或 者 N = 
9(mod 36). Satyanarayana(1959) 对 此 给 了 一 个 简化 的 证 明 . 


(7) Ore 猜想 . 
1948 年 ， Ore 考虑 N 的 诸 因 子 的 调和 均值 
__ N) 
HN) = SPECT 


其 中 r(N) 为 N 的 正 因子 个 数 . 如 果 N ETER, 则 五 (NN) 为 整 
BL, 不论 N 是 偶 完 全 数 还 是 奇 完全 数 ， 这 件 事 都 可 由 欧 拉 的 结果 
得 出 ， 事 实 上 ， Laborde 在 1955 FEM: N 为 偶 完全 数 当 且 仅 
当 


N = 2H(N)-1(QH(N) _ 1) 


其 中 AN) 不 仅 为 整数 ， 而 且 事实 上 为 素数 . 

Ore 猜想 是 说 : FN 为 奇数 ， 则 H(N) 不 能 为 整数 ， 所 以 这 
个 猜想 若 成 立 ， 将 推出 不 存在 奇 完 全 数 . 

当 N HRPE N < 104 时 ， Ore 证 明了 他 的 猜想 是 正确 
AY. Mills 在 1954 年 对 于 N < 107 和 一 些 特别 类 型 的 N( 如 NN 的 
所 有 素数 寡 因 子 都 小 于 655512),Ore 猜想 均 正 确 . 这 个 结果 发 表 于 
1972 年 . 

Pomerance 在 一 项 未 发 表 的 工作 中 证 明 , “4 w(N) < 2 时 Ore 
猜想 正确 ， 方 法 是 : 若 w(N) < 2 并 且 HN) WR, WN BH 
偶 完全 数 . 这 是 他 写 信 告诉 我 的 . 

下 面 一 些 结果 不 区 别 奇 完全 数 和 偶 完 全 数 ， 研 究 完全 数 的 分 
布 问题 .对 每 个 z > 1, 定义 Y(z) 为 不 超过 z 的 完全 数 的 个 数 ， 
即 

V(z) = HERRN |N < z} 
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极限 lim VC 表 示 完 全 数 集合 的 自然 密度 。 1954 年 ， Kanold 
证 明了 dim YO Lo HAM e> oont, Vr) 的 增长 速度 比 z 
慢 . 

Wirsing(1959) 给 出 更 精细 的 结果 ， 存在 zo 和 C > 0, 使 得 当 
£ > xo 时 


V(a) < e lgz)/(lglg z) 


更 早 些 时 候 ，Hornfeck(1955, 1956),Kanold(1957),Hornfeck fil Wirs- 
ing(1957) 证 明了 : 对 每 个 = > 0 均 存 在 常数 C, 使 得 V(x) < Cat. 

关于 奇 完 全 数 存 在 性 的 上 述 这 些 结果 是 许多 人 的 努力 ， 
其 中 一 些 工作 相当 困难 和 精细 . 我 认为 这 个 问题 是 一 个 不 可 
EUM 如 果 某 人 发 现 了 一 个 奇 完 全 数 ， 那 多 半 是 因为 
有 好 的 运气 ， 另 一 方面 ， 说 奇 完 全 数 不 存在 ， 现 在 也 没有 任 
何 根据 ， xx “ 生 新 的 思想 . 

我 想 用 Sinha(1974) 的 一 些 结果 来 结束 对 完全 数 的 介绍 ， 这 
些 结果 很 初等 ， 可 看 成 是 轻松 的 习题 (只 需 准备 好 铅笔 0: 形 为 
a” +b" (n > 2) 3t H. gcd(a, b) = 1 的 偶 完全 数 只 有 28 这 一 个 数 . 
它 也 是 形 为 o +1 (n > 1) 的 唯一 偶 完全 数 ， 最 后 ， 没 有 n> 2， 
使 得 

a” +1 (指数 上 至 少 有 2 个 m) 


是 偶 完全 数 . 

我 们 曾经 将 N 和 o(N) 相 比 较 来 刻画 完全 数 . 这 里 oN) 是 
N 的 所 有 正 因子 之 和 . 如 果 只 要 求 N | o(N), N URTER. 
当 2N < ao N 叫 作 多 余 的 ， 而 当 2N > o(N) Bt N uy 
作 缺 从 的 . 令 s(N) = o(N) - NOE N NT N zu UM 
e CAI (N), 8?(N), S(N),--- 其 中 s*(N) = 
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s(s* (N)).Guy 的 书 中 叙述 了 这 个 数列 的 许多 有 趣 的 问题 由 于 
篇 幅 所 限 ， 这 里 不 再 讨论 这 些 事 情 . 


2.8 PRR 


本 节 考 虑 一 些 合成 数 ， 它 们 具有 素数 应 当 具有 的 每 个 性 质 . 
2.8A 以 2 为 基 的 拟 素数 (psp) 


有 一 个 问题 通常 认为 源 于 古代 中 国 ， 这 个 问题 是 说 : 如 果 自 
RR n 满足 同 余 式 
2” = 2 (mod n) 


那么 n 是 否 为 素数 ? 

关于 这 个 问题 有 一 些 传说 和 推测 但 是 抢 先 发 言 之 前 应 当 谨 
慎 ， 从 人 们 所 相信 的 古代 中 国 关 于 数 的 知识 ， 似 乎 很 难 想象 这 样 
一 个 问题 居然 会 提出 来 ， 研 究 数学 史 的 香港 大 学 肖 文 强 给 我 写 信 
说 : 

这 个 神话 起 源 于 J.H.Jeans 在 Messenger of Mathematics(1897 
年 ~1898 年 ,第 27 期) 中 的 一 篇 文章 . 他 写 到 “在 Thomas Wade ft 
士 所 发 现 的 一 篇 孔子 时 代 的 文章 中 ”包含 一 个 定理 : 2" 三 2 (mod n) 
当 且 仅 当 m 为 素数 .但 是 在 J.Needham 的 巨著 《中 国 的 科学 与 文 
明 》 第 三 卷 第 9 章 ( 数学 ) PRA Jean 的 说 法 ， 这 是 把 《 九 章 
算术 》 中 的 一 段 翻译 错 了 . 

这 个 错误 后 来 又 被 一 些 西方 学 者 不 断 重 复 ， 在 Dickson 《 数 
论 史 》 第 一 卷 第 91 页 中 说 ,， 莱 布 尼 蒋 相信 ,由 这 个 中 国 同 余 式 推 
出 n 为 素数 是 被 证 明了 的 . 在 Honsberger Mathematical Gems 一 
书 第 一 卷 ( 1973) 题 为 《一 个 古老 的 中 国定 理 和 费 马 》 的 一 章 仍 
在 重复 这 个 故事 . 
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这 件 事 现在 又 找到 另 一 个 版 本 ， 肖 文 强 于 1992 年 来 信 说 : 

我 刚刚 看 到 一 位 中 国人 韩 其 的 博士 论文 ， 题 目 为 《康熙 年 间 
西方 数学 的 传 入 和 它 对 中 国 数学 的 影响 》 (1991), 论文 研究 清 代 
的 数学 发 展 ， 作 者 对 于 所 谓 “ 古 老 的 中 国定 理 ” 指 出 新 的 证 据 . dE 
据 韩 的 观点 , 这 个 “定理 ” 源 于 著名 数学 家 李 善 兰 (1811 ~ 1882)( 所 
以 论述 并 不 古老 ) . 李 把 他 的 这 个 素数 判别 法 讲 给 跟 他 一 起 翻译 西 
方 教科 书 的 合作 者 Alexander Wylie. 而 Wylie 可 能 不 懂 数 学 便 把 
李 的 这 个 判别 法 写成 短文 “一 个 中 国定 理 ”， 发 表 在 1869 年 香港 
杂志 Note and Queries on China 上 . 

在 后 来 几 个 月 中 , 至 少 有 四 个 读者 对 李 的 工作 发 表 了 评论 ， 
其 中 一 个 读者 指出 李 的 判别 法 是 错 的 ， 其 中 一 位 读者 是 德国 人 
J.von Gumpach, 他 后 来 成 为 李 在 北 京 的 同事 . 有 可 能 Gumpach 
把 这 个 错误 告诉 给 李 ， 因 为 李 善 兰 后 来 在 关于 数论 发 表 的 工作 
目录 (1872 年 ) 中 删 去 了 关于 他 的 判别 法 的 所 有 文献 . 但 是 在 
1882 年 ， 清 代 另 一 个 著名 数学 家 华 薄 芳 ， 在 关于 数 的 著作 中 又 
把 李 的 判别 法 写 了 进去 ， 似 乎 认为 它 还 是 对 的 ， 这 或 许 能 解释 
为 什么 中 国 数学 史 的 西方 学 者 把 这 个 判别 法 看 成 是 一 个 古老 的 
中 国定 理 ， 韩 其 说 ， 还 会 发 表 文章 ， 更 仔细 论述 这 个 问题 . 

借 此 机 会 ， 我 感谢 肖 文 强 提供 这 些 宝贵 的 信息 .关于 李 善 兰 
的 上 作 读 者 可 参看 李 岩 和 村 石 然 书 的 英 译本 (1987). 

在 作 了 上 述 历史 的 评述 之 后 ,现在 回 到 同 余 式 2" = 2 (mod n). 
它 可 以 称 作 是 “ 关 十 拟 素数 的 拟 中 国 同 余 式 ”. 

这 个 猜想 的 第 一 个 反例 是 1819 年 得 到 的 ， 比 中 国 的 故事 要 早 
很 多 . Sarrus 证 明了 234! = 2 (mod 341), 但 是 341 = 11 x 31 为 
合成 数 ， 特 别 地 ， 费 马 小 定理 的 逆 命 题 是 不 对 的 . 具有 同样 性 质 
的 合成 数 还 有 561, 645, 1105, 1387, 1729, 1905 等 . 

满足 同 余 式 2") = 1 (mod n) 的 合成 数 n 叫 作 拟 素数 ， 也 叫 
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作 Poulet 数 ， 因 此 Poulet 对 这 个 问题 花 了 不 少 精力 . 特别 地 ,他 
早 在 1926 年 就 计算 了 5 x 107 以 内 的 拟 素数 ， 而 1938 年 又 计算 
到 105( 见 第 四 章 参考 文献 ). 

每 个 拟 素数 n 都 是 奇数 , 并 且 满 足 同 余 式 2 = 2 (mod n). 反 
之 ,满足 2 三 2 (mod n) 的 每 个 奇 合成 数 n 也 必 为 拟 素数 . 

每 个 奇 素数 n 也 满足 上 述 同 余 式 ， 所 以 着 2" 7! x 1 (mod n), 
则 n 一 定 是 合成 数 ， 这 可 以 用 来 作为 素性 判定 的 第 一 步 . 为 了 对 
上 素数 有 更 多 的 了 解 ， 自 然 要 研究 满足 2"-: = 1 (mod n) 的 那些 
整数 n. 

假如 我 为 《 吉 尼 斯 记录 大 全 》 写 一 章 关于 拟 素数 的 记录 ， 如 
何 组 织 材料 ? 一 些 白 然 的 问题 基本 上 和 素数 情形 是 一 样 的 . 例如 ， 
拟 素数 有 多 少 ” 能 否 告诉 我 一 个 给 定 的 数 是 否 是 拟 素数 ? 是 否 有 
产生 拟 素数 的 方法 ? 拟 素 数 是 如 何 分 布 的 ? 

答案 不 会 令 人 奇怪 : 拟 素数 有 无 穷 多 个 ， 并 且 存 在 许多 方法 
来 构 作 拟 素数 的 无 限 序 列 . 

Malo 于 1903 年 对 此 给 出 最 简单 的 证 明 . 他 证 明了 : Æ n 
拟 素数 ， 则 n' = 2" — 1 也 是 拟 素 数 . 证 明 是 : n 显然 为 合成 数 . 
ME n = ab, 其 中 1<a,b<n, 则 


2^ — 1 = (2° — 1)(220- 4. 200-2 4...42 4.1) 


由 于 nn |201, nfl n | 2-2  n/-1. Fen! 27-1 | 271-1. 

Cipolla 于 1904 年 用 费 马 数 给 出 另 一 个 证 明 : 

车 m >n >-… >s> 1 为 整数 ，N = FmFr Fy 为 费 马 数 
乘积 ， 则 N 是 拟 素数 当 且 仅 当 2 > m. 

证 明 2 模 的 阶 为 2"+1, 而 2 模 Fm, Fn,… ,Fs 的 阶 分 别 
为 MHL n+l... ,2s+1, 它们 的 最 小 公 倍数 为 2+. 所 以 2271 = 
1 (mod N) 4 Hfi427* | N-1= FmFa Fs —1 = 2?” Q, 其 中 
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24 Q. 从 而 给 出 所 需 条 件 2° > m. 口 


正如 在 第 一 章 中 指出 的 ， 费 马 数 彼此 互 素 ， 所 以 上 面 方法 得 
到 彼此 互 素 的 拟 素数 .由 此 还 可 以 得 到 拟 素数 ， 它 们 具有 任意 多 
个 素 因子 . 
以 后 还 将 介绍 Cipolla 给 出 的 生成 拟 素数 的 另 一 个 方法 . 
Lehmer 于 1936 年 发 现 了 生成 无 限 多 拟 素数 的 一 个 十 分 简单 
的 方法 ， 其 中 每 个 拟 素数 都 是 两 个 不 同 素数 之 积 ， 方 法 是 : 对 每 
ABBR 25, 4 pi 25 - 1 的 一 个 本 原 素 因 子 , ifii q 46 25-1108 
一 个 本 原 素 因 子 ， 则 pg 为 拟 素数 ， 于 是 对 每 个 m > 1, 存在 至 少 
m 个 拟 素数 n = pq, 使 得 
22m+3 十 1 42m+3 1 
n< (22m+3 = 1)( 3 ) - 3 


存在 着 满足 同 余 式 2^ = 2 (mod n) 的 偶合 成 数 ， 这 可 以 叫 作 是 偶 
拟 素数 ， 最 小 的 这 种 数 m = 2 x 73 x 1103 = 161038 是 Lehmer 于 
1950 年 发 现 的 ， Beeger 在 1951 年 证 明了 存在 无 穷 多 个 偶 拟 素 
数 ， 每 个 偶 拟 素数 至 少 有 两 个 奇 素 因子 . 

拟 素数 与 素数 的 差别 有 多 大 ?由 Cipolla 的 结果 可 知 , 存在 拟 
素数 有 任意 多 素 因子 . 事实 上 ， Erdós 于 1949 年 证 明了 : 对 每 个 
上 之 2, 存在 无 穷 多 拟 素数 ， 每 个 都 是 个 不 同 素数 的 乘积 . 

Lehmer 在 1936 年 对 于 两 个 或 三 个 不 同 素 因子 乘积 的 情形 ， 
给 出 为 拟 素数 的 判别 法 : ”pipz 为 拟 素数 当 且 仅 当 2 模 po 的 阶 
BR pi 一 1, 并 且 2 BE p 的 阶 除 尽 po — 1. WR pip2ps HMK 
数 ， 则 2 Bip. 的 阶 和 2 BE po 的 阶 这 两 个 数 的 最 小 公 倍数 除 尽 
pa(p1+p2—1)—1. 

是 否 存 在 无 穷 多 整数 n > 1, 使 得 2^7! = 1 (mod n?) ? 这 是 
尚未 解决 的 问题 ， 它 等 价 于 下 列 诸 问题 当中 任何 一 个 (Rotkiewicz 
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1965) : 

是 否 存在 无 穷 多 个 拟 素数 为 完全 平方 数 ? 

是 否 存在 无 穷 多 个 素数 p, 使 得 2271 = 1 (mod p°) ? 

这 个 同 余 式 在 研究 费 马 数 和 Mersenne 数 平方 因子 时 已 经 见 
到 过 ， 我 在 第 五 章 第 5.3 节 还 要 讨论 这 类 素数 . 

另 一 方面 , 拟 素数 可 以 有 平方 因子 . 最 小 的 例子 为 1194649 = 
10932, 12327121 = 3511? 和 3914864773 = 29 x 113 x 1093?. 


2.8B LA o 为 基 的 拟 素数 (psp(a)) 


对 每 个 a > 2 都 可 以 考虑 同 余 式 a"! = 1 (mod n). Zi n E 
数 , 则 对 每 个 1 < a < mw 上 面 同 余 式 均 成 立 . RUA n > 4,27 = 
1 (mod n) 但 是 3"-! z 1 (mod n), W n 不 是 素数 . 

这 使 得 人 们 研究 以 a 为 基 的 拟 素数 (或 叫 作 a- 拟 素数 ), 即 满 
E na a^^! = 1 (mod n) 的 合成 数 n. 

1904 ^£, Cipolla 给 出 构 作 a- 拟 素数 的 方法 . Wa > 2p 为 
奇 素数 并 且 pta(a? 一 1). 令 
e-i ata 
a-l’ 
则 ny 和 ng 是 奇数 ， 而 n AA RMR. 由 mi = n= 1 (mod 2p) 可 
Ai] n = 1 (mod 2p). 由 a? = 1 (mod n) 得 到 a”! = 1 (mod n), 于 
是 n 为 a- 拟 素数 . 

由 于 存在 无 穷 多 素数 ,可知 对 每 个 a > 2, 均 有 无 穷 多 个 a- 拟 
素数 . 

文献 中 有 其 他 办 法 , 可 以 很 快 给 出 a- 拟 素数 的 递增 序列 . 例如 
Crocker 在 1962 年 给 出 的 方法 : 设 a 为 偶数 , (LE a 4 2?" (r > 0). 
则 对 每 个 n> 1,a +1 都 是 a- WHR. Steuerwald 在 1948 年 给 
出 如 下 方法 : 设 n 是 a- 拟 素 数 ， 并 且 gcd(n,a 一 1) — 1. 例如 ,对 


n= 


n = nin2 
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素数 g, 令 a — q 1 而 p 是 素数 并 且 p>a? 一 1. f& Cipolla 的 构 
作 方 法 那样 ， 令 


P-1 

n=" pHa tah + +a+1 = p (mod o) 
dc 
P41 

m=“ = =a?! aP? 4.a? —a+1=1 (mod q) 


从 而 到 = nina = p (mod q). 于 是 nn 为 a- 拟 素数 并 旦 gcd(n,a — 1) 
zl. 
现在 令 f(n) = (a" - 1)/(a— 1) > n, WI f(n) 也 是 a- WHR. 
"o 1 1 
qum] gm 

{= mT eal 
为 合成 数 . 进而 , HF nA a-l HR, H a! =1 (mod n), 可 
fil n | (a" —a)/(a — 1) = f(n) —1, BI f(n) | a" —1 | af! — 1, xx 
证 明了 f(n) 是 a- 拟 素数 . HEC SERERE XS, 由 f(n) Ala- 
Hu E HY Al 


f(n)= fender 
=(a-1)" (Dee (ena 


=n (mod a — 1) 


于 是 f(n) 为 a- 拟 素数 , HH f(n) 和 a 一 1 BR. 这 个 过 程 给 出 a- 
拟 素数 的 无 限 递增 序列 : n < f(n) < f(f(n)) < … 其 增长 情形 
类 似 于 n <a" < a?" < …: 将 前 面 所 述 的 Lehmer 方法 用 于 a5 - 1 
和 ak +1, 可 得 到 一 批 a- 拟 素数 ， 每 个 都 是 两 个 不 同 素数 之 积 . 

由 这 些 考虑 可 知 , 想 找 最 大 的 a- 拟 素数 是 一 个 没有 意义 的 问 
题 . 

Lieuwens 在 1971 年 的 论文 中 把 Schinzel 和 Erdós 的 关于 2- 
拟 素数 的 结果 一 起 加 以 推广 ， 对 每 个 上 > 2 和 a > 1 都 存在 无 穷 
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多 a- 拟 素数 ， 每 个 都 怡 好 是 k 个 不 同 素数 的 乘积 . Rotkiewicz 
在 1972 年 证 明了 : 对 每 个 素数 p, 如 果 pta > 2, 则 存在 无 穷 多 a- 
拟 素数 ， 使 得 它们 均 被 p 整除 . Mp = 2 的 情形 ， Rotkiewicz 在 
1959 年 已 经 证 明了 这 个 结果 . 

有 些 数 可 以 是 对 于 不 同 基 的 拟 素数 . 例如， 561 是 以 2, 5, 7 
为 基 的 拟 素数 .” Baillie 和 Wagstaff,Monier 独立 地 在 1980 年 证 明 
f 1 ES 

没 n 是 合成 数 ， 


Bpsp(n) = 3:(a|1 «a «€ n, ged(a,n) — 1, n Jy a— MRX} 


则 
Bosp(n) = {TIgcat 一 1, p- )) -1 


pin 

所 以 若 为 奇 合 成 数 , FFL n ASE 3 187785, 则 至 少 对 两 个 a, 1 < 
a € n— ln 是 a 拟 素数 . 

我 们 在 2.9 节 将 会 看 到 ， 存 在 合成 数 n, 使 得 对 每 个 a,1 < 
a<n, gcd(n,a) = in 都 是 a 拟 素数 . 

K 2.10 取 自 Pomerance,Selfridge 和 Wagstaff(1980) 文章 ， 表 
中 对 不 同 的 基 (或 同时 几 种 基 ) 给 出 最 小 拟 素数 . 

我 已 经 说 过 ， 若 存在 a, 1 < a < n, 使 得 a"! z 1 (mod n), 
TW n 为 合成 数 ， 但 反 过 来 不 对 .这 个 方法 用 来 判别 某 个 数 为 合成 
数 是 很 有 效 的 . 还 有 一 些 类 似 的 同 余 式 ， 可 用 来 判别 某 个 数 为 合 
成 数 ， 我 将 介绍 其 中 的 一 些 同 余 式 . 这些 研究 和 素性 判定 问题 有 
密切 联系 . 事实 上 ， 我 在 2.3 节 和 2.5 节 已 经 不 十 分 明确 地 讲 到 这 
种 同 余 式 性 质 . 在 下 面 将 介绍 如 何 由 同 余 式 a" = 1 (mod n) 得 到 
欧 拉 a- 拟 素数 和 强 a- 拟 素数 . 2.10 节 讨 论 Lucas 拟 素数 ， 它 们 
满足 Lucas 序列 诸 项 所 满足 的 同 余 式 . 
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2.10 ”对 于 一 些 基 的 最 小 拟 素数 


基 最 小 拟 素数 

2 341 = 11x 31 

3 91=7x13 

5 217 2 7x31 

7 25 =5x5 

2,3 1105 = 5 x 13 x 17 

2,5 561 — 3x I1 x I7 

2,7 561 = 3x 11 x 17 

3,5 1541 — 23 x 67 

3,7 703 = 19 x 37 

5,7 561 = 3x 11 x 17 
2,3,5 1729 = 7 x 13 x 19 
2,3,7 1105 = 5 x 13 x 17 
2,5,7 561 = 3x 11x 17 
3,5,7 29341 — 13 x 37 x 61 
2,3,5,7 29341 = 13 x 37 x 61 


2.8C A o 为 基 的 欧 拉 拟 素 数 (epsp(a)) 


关于 勒 让 德 符号 的 欧 拉 同 余 式 是 说 : 4a > 2,p 为 奇 素数 并 
FE. pta, JU 


(7) = a(9-9/? (mod p) 


Shanks 于 1962 年 由 此 给 出 关于 以 a 为 基 的 欧 拉 拟 素数 
(epsp(a)) 的 概念 . 它们 是 奇 合成 数 n, gcd(a,n) = 1, 并 且 雅 可 
比 符号 满足 同 余 式 


(2) = a(7-9/? (mod n) 


n 


每 个 epsp(a) 显然 都 是 a- 拟 素数 . 
关于 epsp(a) 自然 会 提出 许多 问题 ， 现 在 列举 如 下 : 
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(el) 对 每 个 是 否 存在 无 穷 多 epsp(a) ? 

(e2) 对 每 个 a, 是 否 存 在 epsp(a), 使 得 它 具 有 任意 多 个 不 同 素 
因子 ? 

(e3) 对 每 个 上 > 2 和 a > 2, 是 否 存在 无 限 多 epsp(a), 使 得 它 
们 都 恰好 是 个 不 同 素 因子 的 乘积 ? 

(e4) 是 否 存在 奇 合成 数 n, 使 得 对 每 个 o 1 < a < n, ged(a,n) 
= 1,n 都 是 epsp(a) ? 

(e5) 对 每 个 n, 有 多少 a, 1 <a <n, gcd(a,n) = 1, 使 得 n 是 
epsp(a) ? 

Kiss, Phong 和 Lieuwens 于 1986 年 证 明了 : 对 给 定 的 a,k,d > 
2, 存在 无 穷 多 epsp(a), 它们 都 是 大 个 不 同 素数 之 乘积 ， 并 且 模 d 
同 余 于 1. 这 给 出 比 (e3)( 从 而 比 (e2), (el)) 要 强 的 肯定 性 答案 . 

Lehmer 于 1976 年 证 明了 : 若 是 奇 合成 数 ， 则 不 能 对 每 个 
a, l« a « n, gcd(n,a) = 1,n 都 是 epsp(a). 所 以 给 出 (e4) 否定 
的 答案 . EKE, Solovay 和 Strassen 在 1977 年 证 明 的 更 多 : 对 
每 个 合成 数 n, 至 多 有 ge) ^a 1<a< n, gcd(a,n) = 1 使 
n 是 以 a 为 基 的 欧 拉 拟 素 数 . 这 给 出 (eo) 的 一 个 解答 . 证 明 是 容 
易 的 : WE (F) = a (mod n) 的 a Hn 同 余 类 全 体形 成 
(Z/nZ) " (B& n AT MAAR) 的 一 个 子 群 ， 再 由 勒 让 德 定理 即 知 
此 子 群 至 多 有 oln) TIER. 

设 ”为 奇 合成 数 ， 定 义 集合 


Bepsp(n) = 3*(a| 1 « a « n, gcd(a,n) = 1, n¥ epsp(a)} 
Monier 于 1980 年 证 明了 
Bepsp(n) = ó(n) TIgea (SS 一 1) -1 


pin 
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, vo(n)- 1 = mins {v2(p — 1)} 
有 素数 p | n EF 2 { vp(n) 并 且 v2(p — 1) <v2(n — 1) 
， 其 他 


Cn 
2 
y 
VIL 


而 对 每 个 整数 m 和 素数 pyvp(m) 表示 m 的 p-adic 赋值 ， 即 满足 
pee) | m, 但 是 prH Em. 


2.8D ”以 a 为 基 的 强 拟 素数 (spsp(a)) 


设 n 是 奇 合成 数 ，n 一 1 = 2sd 2}d, 821. $1<a< 
n，gcd(n,a) = 1.n 叫 作 以 a 为 基 的 强 拟 素 数 (spsp(a)), 是 指 或 者 
a^ = 1 (mod n), 或 者 对 某 个 m 0 & r <s, a?4= —1 (mod n). 

注意 : 若 m 为 素数 , 则 上 述 条 件 对 每 个 a(1 < a <n, ged(a, n) = 
1) 都 满足 . 

Selfridge 证 明了 (W Williams1978 年 的 证 明 ) : 每 个 spsp(a) 
都 是 epsp(a). 反 过 来 则 有 以 下 的 部 分 结果 . 

Malm(1977) 证 明 : #7 n = 3 (mod 4) 并 且 n X epsp(a), W n 
为 spsp(a). 

Pomerance, Selfridge 和 Wagstaff(1980) 证 明 : # n 为 奇数 ， 
(a | n) = -1 并且 J epsp(a), W n  spsp(a). 特别 若 n = 
5 (mod 8), n ¥ epsp(2), 则 n Jy spsp(2). 

关 寺 强 拟 素数 , 则 有 和 2.8C 中 欧 拉 拟 素数 类 似 的 问题 (s1)~(s5). 
1980 年 ， Pomerance,Selfridge 和 Wagstaff 证 明了 : 对 每 个 a 1, 
都 有 无 穷 多 个 spsp(a), 从 而 像 (e1) 那样 ， 对 于 (sl) 给 出 肯定 的 答 
案 ， 我 在 第 四 章 4.6 节 研 究 拟 素数 分 布 时 还 会 介绍 更 多 的 结果 . 

现在 我 说 明 对 于 基 为 2 的 情形 ， 可 以 明显 地 给 出 无 穷 多 
个 spsp (2). 
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若 为 psp(2), 则 2 一 1 也 是 spsp(2). 由 于 有 无 穷 多 个 psp(2)， 
从 而 明显 地 给 出 无 穷 多 个 spsp(2). 这 些 合成 数 都 是 Mersenne $. 
还 容易 看 出 ， 若 一 个 费 马 数 是 合成 数 ， 则 它 为 spsp(2). 

类 似 地 ， 由 于 存在 具有 任意 多 个 不 同 素 因子 的 拟 素数 ， 可 知 
(s2) 和 (e2) 一 样 ， 答 案 也 是 肯定 的 . 这 是 由 于 : XP pi,p2,*… ,Pk 
均 除 尽 拟 素数 n, 则 25: — 1 (1 <i € k) 除 尽 spsp(2) 2^ — 1. 

由 于 Selfridge 结果 和 Lehmer 关于 (e4) 的 否定 答案 , 可 知 (s4) 
也 有 否定 的 答案 . 下面 是 Rabin 的 一 个 很 重要 的 定理 ， 它 对 应 于 
欧 拉 拟 素数 的 Solovay 和 Strassen 结果 . 我 在 后 面 要 指出 ， 这 个 
结果 和 Monte Carlo 素性 试验 方法 有 关系 . 利用 一 点 技巧 可 以 证 
明 : 

车 n > 4 是 合成 数 ， 则 至 少 有 3(n 一 1)/4 个 a,1<a<n, 
使 得 ”不 是 spsp(a). 所 以 对 每 个 奇 合成 数 集合 {e11 <a< 
n, gcd(a,n) = 1, nJ spsp(a)} 至 多 有 (n - 1)/4 个 元 素 ， 这 给 出 
问题 (s5) 的 一 个 解答 . 

对 于 奇 合成 数 n,Monier(1980) 对 于 函数 


Bspsp(n) = #{a |1 <a<n, ged(a,n) = 1, n Jy spsp(a)} 
给 出 如 下 的 公式 : 
gu(n)u(n) _ 1 


Bepsp(n) = 人 十 ToT) (TIessen'so')) -1 


pin 


其 中 
w(n) n 的 不 同 素 因 子 个 数 
y(n) = min{v2(p wir 
vp(m) 为 m 的 p-adic 指数 赋值 
m* 为 m 一 1 的 最 大 奇 因子 


最 小 的 spsp(2) 是 2047 = 23 x 89. 关于 对 多 个 基 的 最 小 强 拟 
素数 是 一 个 有 趣 和 有 用 的 问题 ， 它 可 用 于 强 素性 试验 之 中 . 

A k21 以太 表示 最 小 整数 ,使 得 th 同时 是 以 pi = 2, p2 = 
3,… ,pk 为 基 的 强 拟 素数 . Pomerance, Selfridge 和 Wagstaff(1980) 
和 Jaeschke (1993) 计算 出 以 下 数值 : 

t2 = 1373653 = 829 x 1657 

13 = 25326001 = 2251 x 11251 

t4 = 3215031751 = 151 x 751 x 28351 

ts = 2152302898747 = 6763 x 10627 x 29947 

te = 3474749660383 = 1303 x 16927 x 157543 

t; = tg = 341550071728321 = 10670053 x 32010157 


表 2.11 25 x 10? 以 内 同时 为 spsp(2), spsp(3), spsp(5) 的 数 


psp to base 


数 m 3 因子 分 解 
25 326 001 no no no 2251 x 11251 
161 304 001 no spsp no 7333 x 21997 
960 964 321 no no no 11717 x 82013 
1 157 839 381 no no no 24061 x 48121 
3 215 031 751 spsp psp psp 151 x 751 x 28351 
3 697 278 427 no no no 30403 x 121609 
5 764 643 587 no no spsp 37963 x 151849 
6 770 862 367 no no no 41143 x 164569 
14 386 156 093 psp psp psp 397 x 4357 x 8317 
15 579 919 981 psp spsp no 88261 x 176521 
18 459 366 157 no no no 67933 x 271729 
19 887 974 881 psp no no 81412 x 244261 
21 276 028 621 no psp psp 103141 x 206281 


Jaeschke 还 算出 : 在 10 以 内 共有 101 个 数 同时 是 以 2, 3, 5 
为 基 的 强 拟 素数 , 下 面 的 表 2.11 是 数据 当中 不 超过 25 x 10° 的 那 
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部 分 . 我 对 于 表 2.11 再 补充 上 25 x 10? 以 内 具有 平方 因子 的 那些 
拟 素数 
1194649 — 1093? 
12327121 = 3511? 
3914864773 — 29 x 113 x 1093? 
5654273717 — 1093? x 4733 
6523978189 — 43 x 127 x 1093? 
22178658685 = 5 x 47 x 79 x 1093? 
除了 后 两 个 数 之 外 ， 其 余 均 是 强 拟 素数 .注意 上 面 数 中 平方 因子 
都 是 1093 或 3511 的 平方 我们 要 在 5.3 节 解 释 这 个 现象 . 


2.9 Carmichael 数 


Korselt 于 1899 年 的 一 篇 短文 至 今 术 引起 人 们 的 注意 ， 此 文 
考虑 更 少 有 的 一 批 数 ， 这 批 数 于 1912 年 又 由 Carmichael 独立 地 
加 以 考虑 ， 并 且 第 一 个 研究 这 些 数 的 性 质 ， 由 于 后 一 篇 文章 被 人 
们 注意 ， 这 些 数 被 称 作 Carmichael 数 ， 它 定义 合成 数 n, 并 且 对 
每 个 与 n HE a; 1 < a < n, 均 有 a"! = 1 (mod n). 最 小 
Carmichael 数 是 561 = 3 x 11 x 17. 

现在 给 出 Carmichael 数 一 个 新 的 刻画 .在 2.2 节 定义 了 函数 

= oe, (a 
ged(a,n)=1 

由 定义 可 知 A(n) | p(n).Carmichael 证 明了 : n 为 Carmichael 
数 当 且 仅 当 nn 是 合成 数 并 且 A(n) |n 一 1( 这 也 相当 于 : 若 素 数 p |n, 
则 p 一 11n 一 1). 
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由 此 可 知 ， 每 个 Carmichael 数 都 是 奇数 ， 并 且 是 大 于 或 等 于 
3 个 不 同 素数 的 乘积 . 

如 果 n = pipa pe 是 7 个 不 同 素数 之 积 , 则 n 为 Carmichael 
数 当 且 仅 当 对 每 个 1 < i <r, pi 一 1 1 (n/pi) ^ 1. 所 以 车 nn 为 
Carmichael 数 ， 则 对 每 个 整数 a > 1, 均 有 a" = a (mod n). 

用 ma 表示 以 a 为 基 的 最 小 拟 素数 . Schinzel 在 1959 年 注 
ARE]. 对 每 个 a > 2, ma < 561. 并 且 存 在 a 使 mo = 561. 具体 说 
来 ， 设 p1,… ,ps 是 小 于 561 的 全 部 奇 素数 . 对 每 个 pi, 由 pf < 
561 < pit? 定义 整数 6i. 取 gi WHE pf* 的 一 个 原 根 ， 由 中 国 剩余 
定理 可 求 出 a, 使 得 a = 3 (mod 4), a = gi (mod p?) (1€ i € s), 
SW ma = 561. 

Carmichael #f] Lehmer 决定 出 下 面 一 些 最 小 的 Carmichael Xi: 


561 =3x 11x 17 15841 = 7 x 31 x 73 101101 = 7 x 11 x 13 x 101 
1105 = 5 x 13 x 17 29341 = 13 x 37 x 61 115921 = 13 x 37 x 241 
1729 — 7x 13 x 19 41041 =7x 11 x 13x41 126217 = 7 x 13 x 19 x 73 
2465 = 5 x 17 x 29 46657 = 13 x 37 x 97 162401 = 17 x 41 x 233 
2821 = 7x 13 x 31 52633 — 7 x 73 x 103 172081 = 7 x 13 x 31 x 61 
6601 = 7 x 23 x 41 62745 = 3x 5 x 47 x 89 188461 — 7 x 13 x 19 x 109 


8911 =7 x 19 x 67 63973 = 7 x 13 x 19 x 37 252601 — 41 x 61 x 101 
10585 — 5 x 29 x 73 75361 = 11 x 13 x 17 x 31 


现在 考虑 彼此 有 密切 联系 的 以 下 两 个 问题 : 

(1) 是 否 存 在 无 穷 多 Carmichael 数 ? 

(2) RE k > 3, 是 否 有 无 穷 多 个 Carmichael 数 ， 它 们 都 恰好 
为 k 个 不 同 素数 的 乘积 ? 

第 1 个 问题 由 Alfrod,Granville 和 Pomerance 于 1992 年 解 
决 ， 答 案 是 肯定 的 ， 文 章 发 表 于 1994 ^p. 还 可 参见 Pomerance 
1993 年 的 综述 文章 . 

人 们 相信 第 二 个 问题 的 答案 也 是 肯定 的 ， 但 至 今 未 能 解决 . 
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比如 说 ， 对 于 大 = 3 的 情形 都 没有 解决 . Duparc (1952) 在 这 方 
面 有 如 下 结果 [还 可 见 Beeger(1950)] : 

对 每 个 ” > 3, 只 存在 有 限 个 Carmichael 数 具 有 r TRAY, 
并 且 其 中 7 一 2 个 素 因 子 是 预先 给 定 的 . 我 在 第 四 章 还 要 回 到 这 些 问 
题 . 

1939 年 ， Chernick 给 出 构 作 Carmichael 数 的 以 下 方法 ， 设 
m > 1 和 

M3(m) = (6m + 1)(12m + 1)(18m + 1) 


如 果 右 边 三 个 因子 都 是 素数 ， 则 Ma(m) 为 Carmichael XX. 由 此 
给 出 一 批 具 有 三 个 素 因 子 的 Carmichael Xx. 但 是 ， 我 们 不 知道 这 
种 数 是 否 有 无 穷 多 个 . 

AMI, AFA >A, m>1, 4 


k-2 
My(m) = (6m + 1)(12m + 1) Iiv x 2'm +1) 
i=l 
如 果 右 边 上 个 因子 均 为 素数 ， 并 且 24-4 | m, W Mi (m) ERE k 
个 素 因 子 的 Carmichael 数 . 

用 这 种 方法 或 者 稍 加 变化 的 方法 ， 已 经 得 到 一 些 很 大 的 或 者 
具有 多 个 素 因 子 的 Carmichael 数 ， 见 Wagstaff (1980 Œ 321 位 
数 )，Atkin (1980 4 370 位 数 )，Wood 和 Huenemann (1982 年 
432 位 数 ), Dubner (1985 年 ”1057 位 数 ), Dubner (1989 年 ”3710 
位 数 )， 以 上 例子 中 的 Carmichael 数 都 只 包含 少数 几 个 素 因 子 . 
Yorinaga (1978) 给 出 一 些 Carmichael 数 ， 其 素 因 子 个 数 多 达 15 
^. 

具有 多 个 素 因 子 的 大 Carmichael 数 的 寻找 工作 还 在 继续 . 
Loh 和 Niebuhr 1994 年 (发 表 十 1996 ^E) 找到 一 个 16142049 位 
的 Carmichael 数 ， 此 数 有 1101518 个 素 因 子 . 
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记录 

目前 已 知 的 最 大 Carmichael 数 是 W.R.Alfrod 和 J.Grantham 
于 1998 年 得 到 的 ， 它 有 20163700 位 ， 共 有 1371497 个 素 因 子 . 
这 个 数 还 有 如 下 性 质 :， 对 每 个 k, 62 < k < 1371435, 此 数 均 被 恰 
有 上 大 个 素 因 子 的 某 个 Carmichael 数 所 整除 . 


基于 对 这 些 计算 工作 的 深入 理解 ， Alford,Granville 和 
Pomerance 于 1994 年 终于 证 明了 一 个 古老 的 猜想: 存在 无 
穷 多 个 Carmichael XX. 

在 Carmichael 数 的 计算 方面 . Pinch 于 1998 年 列 出 101 以 
内 这 种 数 的 全 部 清单 . 我 在 第 四 章 4.6B 节 中 还 要 讨论 他 的 发 现 . 
在 第 四 章 4.8 节 中 要 介绍 Carmichael 数 的 分 布 . 


附录 — Knódel 数 
对 每 个 上 > 1, 定义 集合 
Cy = {合成 数 n|n >k, 并 且 对 每 个 1 «a < n, ged(n,a) = 1, 
均 有 an 三 1 (mod n)} 

TY Ci 就 是 Carmichael 数 的 集合 ， Knidel F 1953 年 考虑 了 大 > 2 
的 情形 .甚至 在 证 明 Carmichael 数 有 无 穷 多 个 之 前 ， Makowski 
于 1962 年 就 证 明了 : 

对 每 个 上 之 2,Ck 均 是 无 限 集合 . 

证 明 对 每 个 a, 1 <a <k, gcd(a,k) = 1, 以 ra X a EK 
的 阶 ，7 = IIra( 对 满足 上 述 条 件 的 a RAN), 则 ar = 1 (mod k). 

存在 无 穷 多 个 素数 p, 使 得 p = 1 (mod r). 这 个 非常 有 用 定 
理 的 证 明 见 第 四 章 4.4 5. 对 每 个 这 种 p > k, iip-l-hr 4 
n = kp, 则 n € Cy. 这 是 由 于 : 对 于 1 <a<n, gcd(a,n) = 1, W 
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gcd(a,k) = 1. 于 是 


at = gh) = gk" = 1 (mod k) 


an 一 akPp- = 1 (mod p) 


而 ptk, 从 而 a"-* = 1 (mod n), FÆ n = kp € Cy. 口 


由 以 上 证 明 可 知 , 24 k = 2 时 , 对 每 个 素数 p > 3 均 有 2p € Co. 
这 是 由 Morrow 于 1951 年 证 明 的 . 


2.10 Lucas 拟 素数 


由 二 项 序列 a^ — 1 (n > 1) 和 Lucas 序列 的 类 比 , 拟 素数 自然 
地 可 推广 成 与 Lucas 序列 有 关 的 一 种 数 . 对 于 每 个 a > 2, 我 们 有 a- 
拟 素数 及 伴随 的 欧 拉 拟 素数 和 以 a 为 基 的 强 拟 素数 ， 在 本 节 中 ， 
对 于 每 个 非 零 整数 对 (P,Q) 相应 给 出 Lucas 拟 素数 ， 欧 拉 -Lucas 
拟 素数 和 强 Lucas 拟 素数 ， 它 们 的 用 途 和 拟 素数 一 样 . 

设 P 和 Q 是 非 零 整数 ，D = P? - 48，(Un)n>o 和 (Vn)n>0 
是 其 相 结 合 的 Lucas 序列 . 

在 2.4 节 中 说 过 ， 若 是 奇 素数 ， 则 

(10.1) 若 gcd(n, D) = 1, W U, (pj. = 0 (mod n) 

(10.2) Un = (D | n) (mod n) 

(10.3) Vn = P (mod n) 

(10.4) 若 gcd(n, D) = 1, W V, (pis) = 2Q0- (PI? (mod n) 

如 果 n 是 合成 数 并 且 同 余 式 (10.1) 成 立 ， 则 n 叫 作 EFS 
数 (P,@) 的 )Lucas 拟 素 数 ， 简 记 为 lpsp(P, Q). 

这 个 定义 是 没有 问题 的 ， 但 是 这 种 数 是 否 存 在 ?如 果 存 在 的 
话 ， 是 否 值 得 去 研究 它们 ? 
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2.10A Fibonacci 拟 素数 


首先 考虑 一 种 有 趣 的 特殊 情形 , 即 P =1,Q=-1,D=5 Bt 
的 Fibonacci 数列 ， 这 时 ， lpsp(1, -1) 称 作 是 Fibonacci 拟 素数 . 

最 小 的 Fibonacci 拟 素 数 是 323 = 17 x 19 和 377 = 13 x 29. 

是 因为 (5 | 323) = (51377) = —1, 可 算出 U324 = 0 (mod 323) 

和 Us7g = 0 (mod 377). 

E.Lehmer 在 1964 年 证 明了 : 存在 无 穷 多 Fibonacci 拟 素数 . 
更 确切 地 说 ， 对 于 每 个 大 于 5 的 素数 p, Us, 都 是 Fibonacci WH 
数 . 

Parberry(1970) 和 Yorinaga(1976) 研究 了 性 质 (10.2).Parberry 
证 明了 : # gcd(h,30) = 1 并 且 条 件 (10.2) 对 于 成立, 则 此 条 件 
对 于 = Up 也 成 立 . 

进而 gcd(k,30) = 1, 并 且 若 h 是 合成 数 ， 则 Ui 也 是 合成 
数 . 这 表明 : 若 存 在 一 个 Fibonacci 数 U, 是 合成 数 ， 并 日 U, = 
(5 | n) (mod n), 则 存在 无 穷 多 个 这 样 的 数 ， 不 久 我 将 指出 ， 这 样 
的 Fibonacci 数 是 存在 的 . 

事实 上 ， 这 也 可 以 由 Parberry 的 下 述 结果 推出 来 : 若 p HR 
XX, IFA p 1 或 者 4 (mod 15). W n = Uo, 是 奇 合成 数 并 且 满 足 
性 质 (10.1) 和 (10.2). 特别 地 ， 存 在 无 穷 多 个 Fibonacci 拟 素数 满 
KE (10.2)( 这 里 我 利用 了 第 四 章 4.4 节 中 将 要 介绍 的 一 个 事实 : 存 
在 无 穷 多 个 素数 p. 使 得 p = 1 (mod 15), Xf p = 4 (mod 15) 也 有 
同样 的 结果 ). 

如 果 p 关 1,4 (mod 15), 由 2.4 节 中 的 一 些 整除 和 同 余 性 质 可 
知 (10.2) 不 成 立 . 

Yorinaga 考虑 Fibonacci 数 U 的 本 原 部 分 . 在 2.4 节 讲 过 ， 
每 个 Fibonacci X U,(n # 1,2,6,12) 都 有 本 原 素 因 子 p( 即 p | Un 
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但 是 对 n 的 每 个 因子 d, 1 « d < n, pł Ua). TÆ Un = UzxU,, $ 
4 ged(Uz, U;) = 1, FA p | Uz ^4 EDUK p Æ Un 的 本 原 素 因 子 . 
Yorinaga 证 明了 : #4 m | U% (n » 5), M] Um = (5 | m) (mod m). 

TRAE 2.4 节 中 Schinzel 的 结果 (1963), 存在 无 穷 多 整数 n, 使 
得 Ur 不 是 素数 ， 所 以 由 Yorinaga 结果 可 推出 存在 无 穷 多 奇 合成 
数 n, 使 得 条 件 (10.2) 成 立 . 

Yorinaga 算出 707000 以 内 所 有 的 109 个 合成 数 n, 满足 Un = 
(5 | n) (mod n). 其 中 某 些 也 是 Fibonacci 拟 素数 , 比如 n= 4181 = 
37 x 113 和 5777 = 53 x 109 等 ， 其 中 有 4 个 是 以 2 为 基 的 拟 素 
数 ， 它 们 为 


219781= 271 x 811 

252601 — 41 x 61 x 101 
399001 — 31x 61 x 211 
512461 — 31 x 61 x 271 


Parberry 的 另 一 个 结果 如 下 (后 来 又 被 Baillie 和 Wagstaff 加 以 推 
n): 
如 果 n HLA MR, 54n, 并 且 (10.1) 和 (10.2) 成 立 ， 则 


{ Utn-(5in))/2 = 0 (mod n), n = 1 (mod 4) 
Vin-(5\n))/2 = 0 (mod n), n 3 (mod 4) 


特别 地 ， 由 于 存在 无 穷 多 合成 数 n, EI n = 1 (mod 4), 可 知 有 无 
穷 多 奇 合 成 数 n 满足 Un (s); = 0 (mod n). 

对 于 满足 V. = 1 (mod n) 的 合成 数 n 也 作 了 研究 ， 其 中 
(V.)kzo 是 Lucas 数列 . 这 种 数 也 叫 作 Lucas 拟 素数 ， 但 这 里 的 意 
义 与 前 不 同 ， 1983 年 ， Singmaster 发 现在 105 以 内 共有 以 下 25 
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个 合成 数 是 这 个 意义 下 的 Lucas 拟 素数 
705, 2465, 2737,3745, 4181, 5777, 6721, 
10877, 13201, 15251, 24465, 29281, 34561, 
35785,51841, 54705, 64079, 64681, 67861, 
68251, 750777, 80189, 90061, 96049, 97921 


2.10B Lucas 拟 素 数 (Ipsp(P, Q)) 


现在 考虑 结合 任意 (P,Q) 的 Ipsp(P,Q). 为 了 更 好 地 与 a- t 
素数 加 以 对 比 ， 我 们 也 沿 着 同样 方式 进行 讨论 ， Rss udin 
情形 都 所 知 甚 少 . 例如， 对 给 定 的 (P,Q), 我 们 没有 任何 一 般 性 算 
法 来 得 到 无 穷 多 个 lpsp(P, Q), 使 得 每 个 都 是 个 不 同 素数 的 乘积 
(除了 前 述 关 于 Fibonacci 数 之 外 ). 

但 是 ，Lieuwens 在 1971 年 的 论文 中 证 明了 : 对 每 个 k>2 和 
给 定 的 (P,Q), 均 存 在 无 穷 多 个 lpsp (P.Q), 每 个 都 是 大 个 不 同 素 
数 的 乘积 . 

一 个 奇 整数 可 以 是 对 不 同 (P,Q) 的 Lucas 拟 素数 . 4 D=0 
或 1 (mod 4), 4 

Bysy(n, D) = 4(P |l <P <n, 存在 Q, 使 得 DD 
= P? — 4Q (mod n), n ¥ lpsp(P, Q)) 


Baillie 和 Wagstaff(1980) 证 明了 
mee (- (2) (8) 
pin 1 


特别 若 n AGAR, WA D 和 至 少 三 对 不 同 的 (P,Q), P- 
4Q = D, 使 得 三 个 已 模 彼此 不 同 ， 并 且 为 lpsp(PQ). 

另 一 个 问题 为 : E n 是 奇数 ， 有 多 少 模 nn 不 同 的 D, 使 得 存 
TE (P,Q), P?—4Q = D (mod n), P £ 0 (mod n) Jt H. n 为 
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Ipsp(P,Q) ?对 于 ”是 两 个 不 同 素数 之 乘积 的 情形 ， Bailie 和 
Wagstaff 也 讨论 了 这 个 问题 . 


2.10C BH -Lucas WRX (elpsp(P, Q)) 和 强 Lucas fi 
素数 (slpsp(P, Q@)) 


给 定 P Al QD = P? -4Qmn 为 奇 素数 . 当 ged(n,QD) = 1 
时 ， 由 2.5 节 知 


(et) { Ur, (pia $0 (mod n), (Q|n)=1 
Vin—(p\n))/2 = D (mod n), (Q|n) = 一 
这 给 出 如 下 的 定义 : 奇 合成 数 n. ged(n,QD) = 1, 叫 作 关于 (P,Q) 
的 欧 拉 -Lucas 拟 素数 ， 简 记 为 elpsp(P. Q), 是 指 它 满足 条 件 (el1). 
Wn 是 奇 合成 数 ， gcd(n,D) = 1, n-(D|n) = 25d, s > 
0, 21d. 如 果 
(s1) bi Ua 三 0 (mod n)， 或 者 
Varad = 0 (mod n)， 对 每 个 7,0<7r<s 
JU n 叫 作 关于 (P,Q) HIR Lucas 拟 素 数 ， 简 记 为 slpsp(P, Q). 这 
时 一 定 有 ged(n,Q) = 1. 
若 为 奇 素数 ，gcd(n,8D) = 1, WU n 满足 上 述 条 件 (el) 和 
(sl). XË n H elpsp(P, Q) 并 且 gcd(n, Q) = 1, W n X lpsp(P, Q). 
elpsp(P, Q) 和 slpsp(P,Q) 有 何 联 系 ? 就 像 欧 拉 拟 素数 与 以 a 
为 基 的 强 拟 素 数 之 间 的 关系 一 样 ， Baillie 和 Wagstaff 证明 了: 若 
n H slpsp(P, Q), Wl] n Jj elpsp(P, Q). 这 是 Selfridge 结果 的 一 个 类 
E. 
a 若 H elpsp(P,Q), FAR (Q | n) = 1 或 者 
n — (D |n) = 2 (mod 4), Jl] n Jj slpsp(P, Q), 这 是 Malm 结果 的 一 
个 类 比 . 
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如 果 ged(n,Q) = 1, n X Ipsp(P,Q), Un = (D | n) (mod n) 
Ff Hn Jy elpsp(P, Q) , W n thE slpsp(P, Q). 对 于 Fibonacci 数 的 
特殊 情形 ， 如 前 所 说 Parberry 已 经 证 明了 此 项 结果 . 

前 面 我 曾 提 到 Lehmer 的 一 个 结果 , 即 不 存在 奇 合成 数 ,， 它 对 
所 有 可 能 的 基 a 都 是 epsp(a).Willaims (1977) 对 此 也 给 出 一 个 类 
比 结果 : AT D = 03x 1 (mod 4), Hn 为 奇 合成 数 ，gcd(D,m) = 1, 
则 存在 非 零 整数 P,Q, P? —4Q = D, gcd(n, D) = ged(n,Q) = 1, 
使 得 n ANH elpsp(P, Q). 

采用 现在 的 记号 ， 我 已 经 说 过 Parberry 对 于 Fibonacci 数 证 
明了 无 穷 多 个 elpsp(1, —1).Kiss,Phong 和 Lieuwens(1986) 对 此 作 
了 改进 : 给 定 (P,Q), 使 对 应 序列 (Un)n>0 是 非 退化 的 ( 即 对 每 个 
n 2 0, Un #0), 又 给 了 k > 2, 则 存在 无 穷 多 个 elpsp( 已 @), 每 个 都 
是 上 个 不 同 素数 的 乘积 . 并 且 若 又 给 定 d> 2, Mi D = P?-4Q > 0, 
JU k 个 素 因子 都 可 取 为 形式 dm + 1 (m 2 1). 

像 Fibonacci 数 一 样 ,作者 现在 同时 考虑 同 余 式 (10.2) 和 (10.3) 、 
(10.4) 式 .可 以 证 明 : 若 gcd(w2PQD) = 1 ,并 且 HEE (10.1)~(10.4) 
当中 任意 两 个 ， 它 必 满足 另外 两 个 条 件 . 

1986 4E, Kiss,Phong 和 Lieuwens 把 Rotkiewicz(1973) 的 一 个 
结果 推广 为 : 给 了 P,Q = x11 (P,Q) # (L1,k 228 d > 2, 
则 存在 无 穷 多 整数 n,n 是 以 2 为 基 的 欧 拉 拟 素数 ， 满 足 同 余 式 
(10.1)~(10.4), 并 且 是 大 个 形 如 dm -- 1 (m > 1) 的 素数 的 乘积 . 


2.10D  Carmichael-Lucas 数 


沿 从 拟 素数 到 Carmichael 数 的 同样 思考 线索 ， 自 然 地 考虑 
如 下 的 数 . AT D = 0 或 1 (mod 4), 整数 n 叫 作 (结合 于 D 
的 )Carmichael-Lucas 数 ， 是 指 ged(n, D) = 1, 并 且 对 非 零 互 素 的 
(P,Q), P? ~ 4Q =D, ged(n,Q) = 1n 均 为 Ipsp(P,Q). 
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这 种 数 是 否 存在 ?开始 时 这 并 不 清楚 . 当然 , X; n 是 结合 
D = 1 的 Cramichael-Lucas 数 ， 则 nn 为 Carmichael Ét. Williams 
于 1977 年 证 明了 : 

49 Rn & 2 AŤ D=5 $ Carmichael-Lucas K&, Mn X 
k 224^ EF] € X pi MR, HA pi - (D | pj) EK n- 
(D |n) (1 & i € k). 

注意 323 = 17 x 19 是 Carmichael-Lucas t (D = 5), 但 不 能 
是 Carmichael 数 ， 因 为 它 只 是 两 个 素数 的 乘积 . 

将 Chernick 方法 加 以 修改 ， 可 以 产生 许多 Carmichael-Lucas 
数 ， 如 1649339 = 67 x 103 x 239 是 这 种 数 (对 于 D = 8). 


2.11 素性 检测 和 因子 分 解 


我 在 这 最 后 一 节 里 处 理 一 个 热门 话题 ， 充 满 新 奇 的 思想 ， 作 
了 大 基 的 研究 ， 并 且 又 有 直接 的 应 用 . 

数论 有 直接 应 用 ! 在 四 十 年 前 谁 会 有 这 种 梦想 ? 不 是 我 ， 也 
不 是 一 些 别 人 ,是 冯 . 诺 依 曼 (Von Neumann). 可 怜 的 数论 ,这 位 
受 人 敬 晴 的 数学 皇后 被 贬 为 (也 许 是 升 为 ”) 作坊 里 的 仆人 ， 

近年 来 ， 素 性 检测 和 因子 分 解 问题 有 了 快速 进展 ， 采 用 了 越 
来 越 多 的 数论 深刻 结果 ， 聪 明 的 头脑 设计 出 灵巧 的 算法 程序 ， 同 
样 聪明 的 技术 师 发 明了 技巧 ， 使 程序 于 合理 的 时 间 内 在 上 程 上 得 
以 实现 ， 这 就 产生 数论 的 一 个 全 新 的 分 支 一 一 计算 数论 . 

在 本 章 的 前 几 节 中 ， 我 试图 提供 素性 检测 一 些 主要 算法 程序 
所 需要 的 基础 理论 . 但 是 这 还 不 够 ， 因 为 素性 检测 近年 来 的 发 展 
还 采用 了 雅 可 比 和 、 代数 数 论 、 椭圆 曲线 、 阿 贝尔 簇 等 很 多 高 深 的 
数论 ， 这 些 已 远 远 超出 本 书 的 范围 ,对 此 有 兴趣 的 读者 需要 阅读 
一 些 补充 读物 .目前 这 方面 已 有 许多 好 的 综述 文章 和 书籍 ， 我 将 
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在 适当 的 地 方向 大 家 作 一 些 推荐 . 
尽管 有 上 述 的 不 足 之 处 ， 我 感到 在 这 里 介绍 一 下 素性 检测 和 
因子 分 解 还 是 有 益 的 .在 介绍 中 可 能 有 不 完备 之 处 ， 也 请 大 家 原 
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首先 是 经 济 上 的 问题 : 做 一 件 事 的 花费 有 多 大 ?然后 我 用 较 
大 篇 幅 介绍 素性 检测 , 讲述 近来 提出 的 某 些 因子 分 解 方法 , 最 后 简 
单 地 谈 一 下 它们 在 公 钥 密码 学 上 的 应 用 . 如 果 这 些 介绍 使 读者 有 兴 
趣 ， 我 会 感到 很 高 兴 , 并 且 想 推荐 读者 进一步 去 看 Williams(1998) 
和 Crandall 与 Pomerance(2001) 的 书 . 


211A 检测 的 成 本 


实现 关于 数 N 的 一 个 算法 所 需 的 成 本 是 和 所 用 时 间 成 正比 
的 ， 从 而 依赖 于 所 用 的 机 器 、 程 序 以 及 数 N 的 大 小 . 

各 种 运算 需要 以 适当 的 方式 加 以 考虑 ， 因 为 大 数 的 加 法 和 乘 
法 比 小 数 运算 要 多 花 时 间 . 所 以 在 最 后 的 分 析 中 ， 成 本 和 在 数字 
诸位 上 的 运算 个 数 成 正比 .在 运算 时 ， 输 入 不 是 整数 N, 而 是 N 
BY b 进 制 展开 的 诸位 数字 ， 这 些 数字 的 个 数 是 与 jg 成 正比 的 . 

一 个 算法 叫 作 多 项 式 算法 ， 是 指 存在 一 个 多 项 式 F(X), 使 得 
对 每 个 数 N, 对 于 N 实现 这 个 算法 所 需 时 间 不 超过 fg N). 若 一 
个 算法 不 是 多 项 式 算法 并 且 对 每 个 N, 用 这 个 算法 计算 N 的 时 间 
以 F(N) 为 上 界 , 这 个 算法 叫 指数 型 算法 , 这 是 由 于 N = elt’. 多 
项 式 算法 被 认为 是 经 济 实用 的 . 

算法 复杂 性 理论 专门 研究 如 何 决定 算法 所 需 时 间 的 各 种 界 . 
这 是 一 项 很 麻烦 的 工作 ， 需 要 对 所 用 方法 进行 仔细 的 分 析 . 通过 
发 明 一 些 聪明 的 技巧 ， 有 时 可 以 把 算法 简化 成 只 需 多 项 式 时 间 的 
新 算法 . 

可 以 说 ， 素 性 检测 (以 及 许多 其 他 问题 ) 都 面临 以 下 主要 挑 
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战 : 

是 否 存 在 实现 检测 的 多 项 式 算法 ? 

对 于 素性 检测 ， 这 个 挑战 恰好 在 不 久 前 被 肯定 地 加 以 解决 ， 
我 在 适当 的 地 方 将 作 进 一 步 说 明 . 但 是 在 这 之 前 ， 我 首先 介绍 不 
是 多 项 式 算法 的 一 些 素性 检测 方法 ， 这 些 方法 在 实际 中 是 很 有 效 
的 . 

如 果 已 知 N 是 合成 数 ，N = ab, 证 明 只 需要 一 个 运算 ， 即 做 
乘法 a.b, 验证 它 是 否 为 N. 在 位 运算 所 花 时 间 不 超过 (lg N). 这 
是 在 发 现 a 和 4b 之 后 的 算法 ， 而 发 现 a 和 5。 则 需要 “超人 的 洞察 
力 ” (Lenstra 的 语言 ), 或 者 像 Cole 把 Mersenne 数 Moz 分 解 成 


Mer = 287 — 1 = 193707721 x 761838257287 


花 了 三 年 当中 的 所 有 星期 日 。 如 果 已 知 p 为 素数 ， 需 要 多 少 次 运 
算 来 证 明 这 件 事 ? 答案 并 不 容易 . Pratt 于 1975 年 证 明了 只 用 
C(lg p) 个 位 上 的 运算 即 可 , 其 中 C 是 一 个 正 的 常数 ， Pomerance 
在 1987 年 用 定义 在 模 n 整数 上 椭圆 曲线 点 数 的 Hasse-Weil 界 ， 
证 明 在 已 知 p 为 素数 的 情况 下 ， 验 证 p 的 素性 只 需 Clgp 个 模 p 
乘法 运算 . 这 比 所 有 以 前 的 验证 方法 都 好 . 

我 们 这 里 的 问题 与 上 面 的 讨论 完全 不 同 , 我 们 是 在 不 知 N 为 
素数 或 合成 数 的 情况 下 判定 N 的 素性 . 


2.11B ”素性 检测 的 一 些 方法 


目前 有 许多 种 素性 检测 方法 .按照 不 同 的 观点 ， 这 些 方法 可 
以 分 类 为 


对 某 些 特殊 形式 数 的 素性 检测 
对 任意 正 整数 的 素性 检测 


- 113 


(ee 


基于 某 些 猜想 的 检测 
或 者 
iu 
概率 型 或 叫 蒙特 - 卡 罗 (Monto Carlo) 检测 
我 将 依次 考虑 上 述 各 种 素性 检测 方法 


AUR N 一 1 或 者 N + 1 有 足够 多 的 素 因 子 已 经 知道 ， 则 2.3 和 
2.5 节 中 所 述 方法 是 多 项 式 算法 ， 这 就 是 特殊 情况 的 素性 检测 ， 它 们 
对 具有 特殊 形式 的 数 是 很 有 效 的 . 相 比 之 下 ， 一 般 情 况 下 的 素性 检测 
可 用 十 任何 数 ， 并 不 是 为 了 使 得 对 任何 一 类 数 专门 设计 得 更 为 有 效 . 

索性 检测 的 正确 性 评判 是 基于 数论 ， 但 是 有 些 检测 评判 需要 
采用 没有 被 证 明 的 某 些 猜想 ， 如 黎 曼 猜想 的 某 种 形式 . 

有 许多 检测 是 确定 型 的 ， 即 检测 步骤 是 事先 安排 好 的 ， 而 另 
一 些 检测 在 过 程 中 的 某 些 步骤 可 以 随机 选择 . 

如 果 对 N 进行 素数 检测 ， 希 望 输出 是 下 列 两 个 答案 之 一 : 
“N 是 素数 ”或 者 “ 是 合成 数 "， 可 有 些 检测 的 输出 为 “ N 
HEE BRO 或 者 “ N 具有 素数 的 某 个 性 质 *. 由 于 每 次 检测 都 是 
以 某 种 概率 来 判定 N 的 素性 ， 这 类 检测 叫 作 概率 型 或 蒙特 . 卡 
罗 型 检测 . 

如 果 检 测 表明 数 N 以 很 高 的 概率 为 素数 ， 通 常 把 N 叫 作 是 
一 个 概率 素数 ， 当 然 ， 每 个 整数 N > 1 或 者 是 素数 ， 或 者 是 合成 
数 ， 所 谓 “ 概 率 素数 ”不 过 是 表明 目前 还 缺乏 足够 的 知识 来 判定 
它 到 底 是 素数 还 是 合成 数 . 

如 果 经 过 一 次 检测 表明 N 为 素数 ， 检 测 通常 要 做 大 其 的 计 
算 ， 可 能 会 发 生 人 为 或 机 器 的 错误 ， 所 以 非常 重要 的 事情 是 验证 
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所 得 的 结论 .两 次 或 三 次 重复 检测 ， 但 是 最 好 是 采用 另外 的 算法 
程序 或 采用 另外 的 机 器 ， 如 果 得 到 同样 的 输出 结果 ， 则 足以 相信 
其 结果 的 正确 性 ， 但 这 仍 不 是 证 明 . 

由 上 述 可 知 ， 一 个 数 在 检测 中 被 宣布 是 素数 ， 非 常 希望 能 保 
证 它 的 素性 . 这 种 保证 应 当 是 一 个 数学 证 明 . 现在 我 就 介绍 几 个 
(只 是 目前 所 用 方法 中 的 少数 几 个 ) 素性 检测 方法 . 


试 除法 

对 于 任意 止 整数 N > 1, 决定 N 的 素性 的 最 天 真 的 方法 是 用 
所 有 不 超过 VN 的 素数 去 除 N. 我 们 在 第 四 章 中 会 知道 , 当 N 很 
大 时 ， 不 超过 VN 的 素数 大 约 有 2VN/ lg N 个 (以 后 会 说 得 更 精 
确 ). 所 以 要 进行 2VN/ lg N 次 运算 (其 中 C > 0 是 常数 ), 于 是 所 
用 时 间 为 2VN/ lgN. 这 不 是 多 项 式 算法 . 


Miller 检测 

Miller F 1976 年 提出 一 种 素性 检测 方法 ， 其 证 明 要 用 到 黎 曼 
猜想 的 一 个 推广 形式 .我 在 这 里 不 解释 这 个 猜想 的 确切 含义 ， 但 
是 在 第 四 章 4.1 节 中 要 讨论 经 典 的 黎 曼 猜想 本 身 . 

为 叙述 Miller 检测 ， 需 要 定义 强 拟 素数 的 那些 同 余 式 ， 但 是 
我 们 采用 Robin 建议 的 更 方便 的 术语 . 

设 入 为 整数 ，N -1=2*d 其 中 s > 0 而 d 为 奇数 .对 于 
1 « a « N, gcd(a, N) = 1, 我 们 称 a 是 NN 的 一 个 证 据 ， 是 指 a^ x 
1 (mod N), 但 是 对 每 个 r O< r < s, KJH a? 4 £ —1 (mod N). 

如 果 N AER, WN 是 合成 数 . GN 为 合成 数 ， 并 
且 对 某 个 a, 1<a< N, gcd(oN)=1，a 不 是 六 的 证 据 ， 则 
为 spsp(a). 反 过 来 , 4 N 为 奇数 并 且 是 spsp(a), M a AEN 的 
证 据 . 
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采用 这 种 术语 ， 为 了 证 明 N 是 素数 ， 只 需 证 明 每 个 a,1 < 
a < N, gcd(a, N) = 1 都 不 是 N 的 证 据 . 当 N 很 大 时 ， 这 项 任务 
是 非常 繁重 的 . 所 以 想到 只 对 某 些 较 小 的 。 来 检查 它们 是 否 为 N 
的 证 据 . 在 这 里 需要 利用 广义 黎 曼 猜想 ， 由 此 可 证 明 


Miller 检 测 若 N 是 奇数 .如果 存在 革 个 a 1 < a < 2g N)2， 
gcd(a, N) — 1, 使 得 a 为 N 的 证 据 ， 则 N 为 合成 数 ， 否 则 NN 为 
素数 . 


根据 2.8 节 中 报告 的 计算 结果 , 在 25x109 以 内 对 于 基 2,3,5,7 
同时 为 强 拟 素数 的 只 有 一 个 数 3215031751. 所 以 若 N < 25 x 10? 
并 且 N 不 是 这 个 数 , 而 且 2,3,5,7 不 是 N 的 证 据 , 则 N 为 素数 . 
Jaeschke(1993) 证 明了 这 件 事 对 于 N < 118670087467 均 对 . 

这 个 检测 用 袖珍 计算 器 就 可 进行 . 

检测 一 个 数 a 是 否 为 的 证 据 , 需要 的 运算 次 数 为 Cllg N)5， 
其 中 C 是 正 的 常数 . 所 以 在 广义 黎 曼 狂想 成 立 的 假定 之 下 ， 这 是 
多 项 式 算法 . 

Lenstra 于 1979 年 发 表 了 对 Miller 方法 的 一 个 更 有 效 的 改进 
方案 , 并 在 1982 年 再 次 讨论 这 个 检测 . 还 可 参见 Wagon(1986) 的 
综述 文章 . 


APR 检测 

Adleman,Pomerance 和 Rumely(1983) 给 出 的 素性 检测 方法 通 
常 称 为 APR 方法 ， 是 这 方面 的 一 个 突破 . 它 的 特点 有 : 

(i) 这 是 确定 型 的 一 般 性 检测 ， 所 以 可 用 于 任意 自然 数 N, 不 
需要 N — 1 XN 1 的 任何 因子 分 解 知识 . 

Gi) 计算 量 (N) 几乎 是 多 项 式 型 的 . 更 确切 地 说 ， 存 在 有 效 
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可 计算 的 常数 0 < C' < C, 使 得 
(lg N)C WlglgN < t(N) < (lg N)C 81818 N 


(ui) 检测 结果 的 正确 性 有 严格 的 数学 证 明 . 并 且 在 这 个 领域 
中 第 一 次 采用 了 代数 数论 中 高 深 的 结果 . 检测 中 使 用 单位 根 和 关 
于 稳 剩 余 符 号 的 一 般 互 反 律 (我 不 能 解释 这 些 概念 ， 因 为 它们 大 
大 超出 了 本 书 的 范围 ). 

一 直到 2002 年 ， APR 检测 在 所 有 确定 型 一 般 性 素性 检测 
中 都 是 计算 基 最 小 的 方法 .在 这 个 方法 提出 后 不 久 ， Cohen 和 
Lenstra (1984) 对 APR 方法 加 以 改进 ， 使 之 更 加 灵活 ， 在 证 明 
中 用 雅 可比 和 代替 互 反 律 ， 并 且 为 实际 应 用 提供 了 新 的 检测 程 
序 ， 从 而 第 一 次 可 以 检测 200 位 以 内 的 数 N, 只 需 10 分 钟 左右 
的 时 间 ， 而 100 位 的 N 只 需 45 秒 钟 . 

1987 ^£, Cohen 和 另 一 个 Lenstra{( 哥 哥 ) 用 15 分 钟 完成 了 对 
247 位 数 299? + 1 的 素性 判定 . 

Lenstar 在 Bourbaki 讨论 班 (Exposé 576 1981) 上 介绍 了 
APR 检测 方法 .还 可 参见 Lenstra(1982)，Nicolas(1984) 或 Co- 
hen(1993) 的 重要 著作 . 


椭圆 曲线 检测 

Atkin 于 1986 年 给 出 他 自己 的 一 种 新 检测 方法 ， 首 次 使 用 有 
限 域 上 的 椭 贺 曲线 . 它 是 多 项 式 型 的 概率 算法 , 具有 严格 的 证 明 . 
如 果 输 出 为 “素数 ”"， 则 给 出 一 批 数 来 ,然后 由 这 批 数 可 容易 验证 
N 确实 为 素数 ， 不 需要 重复 原来 的 计算 .这 批 数 叫 作 的 “证 
书 ”. 

Atkin 和 Morain(1993) 发 表 一 篇 长 文 介绍 他 们 的 方法 “椭圆 
曲线 素性 证 明 (ECPP) ”， 描 述 了 方法 的 各 种 特点 .这 个 算法 由 
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Morain 加 以 改进 ， 从 而 证 明和 确认 了 许多 1000 位 以 上 的 有 趣 整 
数 是 素数 ， 而 且 检测 采用 了 很 有 效 的 装置 ， 至 今 仍 在 使 用 . 

这 个 检测 方法 介绍 起 来 相当 困难 ， 我 甚至 在 这 里 也 不 能 说 明 
ECPP 算法 的 基本 步骤 . 


记录 

巾 一般 性 素性 检测 方法 得 到 的 最 大 素数 是 5878 位 的 16282536 
+++ 36478311. 这 个 素数 的 证 书 由 J.L. Gómez Pardo 于 2003 年 2 
月 得 到 , 采用 M.Martin 的 ECPP 硬件 设备 , 在 一 个 最 快 的 PC 机 
上 计算 了 3581 小 时 (大 约 21 个 星期 ). 证 书 的 text 文件 中 有 将 近 
5800000 个 字符 (请 读者 想象 一 下 这 需要 多 少 本 书 把 它 打 印 出 来 ). 
使 用 目前 的 证 书 ， 这 个 数 在 两 天 之 内 即 可 认证 为 素数 . 

为 了 说 明 ECPP 方法 在 过 去 几 年 里 所 取得 的 超常 成 绩 ， 我 在 
这 里 列 出 前 人 的 一 些 记录 : 


x 位 数 时 间 
105019 + (32 x 75 x 1111) 5020 2001 年 9 月 
103999 十 4771 4000 2001 年 5 月 
(3481223 — 1)/347 3106 2001 年 1 月 
(301789 — 1)/29 2642 2000 年 10 月 


(2739! — 1) /458072843161 2196 1997 年 10 月 


前 4 个 记录 都 是 La Barbera 兄弟 和 Martin 的 工作 ， 最 后 一 
个 素数 是 Mersenne 数 


M7331 = 458072843161 x P2196 
WHA, Hi E.Mayer #1 F.Morain 用 Morain 的 ECPP 程序 验证 
它 的 素性 . 
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为 了 感受 一 下 一 个 一 般 性 的 素性 检测 方法 效果 如 何 ， 一 个 好 
的 想法 是 将 此 法 用 于 随机 数 ， 比 如 每 位 数字 用 有 10 个 位 置 的 轮子 
转 出 来 ， 有 些 自然 产生 的 数 (如 圆周 率 r) 的 小 数 部 分 数字 像 是 随 
机 分 布 的 . 

1999 年 9 月 ，Y.Kanada 和 同仁 计算 了 Bj 206 x 109 位 数 
字 ， 统 计 分 析 表 明 每 位 数字 都 像 是 随机 的 . 特别 地 ， Caldwell 和 
Dubner(2000) 对 于 7 的 每 段 是 否 为 素数 ， 其 频率 和 随机 性 颇 为 一 
致 ，2002 年 12 H Kanada 宣布 他 计算 了 大 的 1.2411 x 10? 位 , 详 
见 Bailey(2003). 这 让 我 想起 一 个 不 能 忘怀 的 故事 . Ludolph van 
Ceulen 由 于 正确 地 计算 了 7 的 35 位 数字 (他 去 世上 后 于 1615 年 发 
R) 而 闻名 于 世 . 这 些 数字 刻 在 他 的 墓碑 上 . 我 祝愿 Kanada 活 得 
长 入， 把 他 的 x 值 刻 在 墓碑 上 会 造成 麻烦 . 


蒙特 . 卡 罗 方法 

20 世纪 初 ,坐落 在 蒙特 - 卡 罗 城 (Mattia Carlo) 的 赌场 (casino) 
吸引 了 沉迷 于 赌博 的 君主 和 冒险 家 们 ， 翡 剧 和 运气 均 由 旋转 的 轮 
AMES. 

我 曾经 兴致 勃勃 地 读 过 Luigi Pirandello 的 一 本 小 说 ， 讲 述 巴 
斯 卡 在 蒙特 卡 罗 和 在 他 自己 的 西西 里 乡村 ， 运 气 如 何 关 照 他 并 
改变 了 他 的 生活 .但 是 蒙特 . 卡 罗 城 并 不 总 是 好 的 去 处 ， 更 常见 
的 代价 是 完全 破产 甚至 自杀 ! 如 果 你 进行 蒙特 . 卡 罗 素 性 检测 并 
量 不 成 功 的 话 ， 我 于 心地 希望 你 干 万 不 要 有 自杀 的 念头 . 

共有 三 种 蒙特 : 卡 罗 素 性 检测 . 分 别 由 Baillie Al Wagstaff 
(1980), Solovay 和 Strassen (1977) 以 及 Rabin(1976, 1980) 提出 
来 的 . 在 每 个 检测 中 使 用 一 些 证 书 a, 它们 是 类 似 于 数 psp(a)， 
epsp (a), spsp(a) 所 满足 的 那些 同 余 式 . 这 里 我 想 简单 介绍 一 
下 Rabin 检测 . 
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Rabin 的 检测 与 Miller 检测 很 类 似 . 基于 Solovay 和 Strassen 
的 同样 思想 ， Rabin 提出 如 下 检测 方法 : 
第 1 步 :随机 地 取 k (> 1) 的 小 整数 a, 1 < a < N, ged(a, N) = 


第 2 步 : 对 这 些 a 依次 检测 N 是 否 满足 以 a 为 基 的 强 拟 素数 
FE MARE. BUTE N RREN 一 1= 2sd, 其 中 s > 0, 24d, 计算 是 
# at = 1 (mod N) 或 者 az24= -1 (mod N)( 对 每 个 r'0 r < s) 
成 立 . 

如 果 发 现 某 个 a, 使 上 述 条 件 不 成 立 , WIN 为 合成 数 . 否则 在 
是 素数 时 , .上 面 检测 判定 N 为 素数 的 概率 大 于 等 于 1-1/4", 
所 以 对 于 大 = 30, 在 1015 次 检测 中 至 多 判 错 一 次 . 

如 果 你 想 把 一 批 素数 卖 给 公 钥 密码 体制 的 用 户 (我 很 快 就 要 
介绍 素性 检测 和 大 数 分 解 在 密码 学 中 的 应 用 ) , 并 且 你 确信 或 者 极 
大 程度 上 确信 你 卖 的 是 素数 , 你 可 以 在 广告 词 中 写 上 “保证 满意 ， 
否则 照 价 赔偿 *". 利用 Rabin 检测 ， 你 可 以 放心 地 发 展 买卖 ， 产 品 
一 定 会 有 好 的 信誉 . 


近来 的 AKS 检测 

2002 年 8 H, Agrawal,Kayal 和 Saxena 在 网 页 上 发 表 文 章 ， 
介绍 一 个 一 般 性 、 确 定型 和 完全 证 明 的 素性 检测 多 项 式 算法 ， 这 
就 对 我 在 本 节 开 始 所 提出 的 那个 长 期 未 解决 的 问题 给 出 肯定 性 的 
答案 . 

这 个 检测 的 理论 基础 是 一 个 命题 ， 除 了 其 中 一 步 之 外 ， 这 个 
命题 只 涉及 系数 是 模 N 整数 的 一 些 简单 的 多 项 式 和 一 个 二 项 式 . 
而 其 中 关键 一 步 (至 少 在 目前 还 需要 这 一 步 ) 是 Fouvry 在 筛 法 理 
论 中 的 一 个 深刻 的 定理 ， 我 想 叙 述 一 下 这 个 定理 (原始 形式 比 它 
还 要 强 ): 
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A 0 = 0.6687.… > 2/3. HAN m > 2, 均 存 在 素数 D (2° < 
p « x) fe k(k 不 为 3 OAR ) 使 得 Wkpt+i<«c HA 2kp 十 1 为 
素数 . 


将 这 个 检测 加 以 修改 , 有 理由 希望 使 检测 不 依赖 于 Fouvry 这 
样 深刻 的 定理 . 

采用 快速 乘法 ， 这 个 检测 所 需 时 间 开 始 时 的 估计 为 (lg N), 
后 来 降 为 (lg N)75. 关于 复杂 性 的 分 析 还 可 见 Morain 文章 (2002). 

我 请 Agrawal 提供 AKS 算法 的 简短 说 明 . 感谢 他 的 合作 ， 下 
面 是 他 所 写 的 说 明 . 

新 的 素性 检测 算法 的 中 心思 想 是 刻画 素数 的 下 列 恒 等 式 : 

N 为 素数 当 且 仅 当 (1— X) =1- XN (mod N) 

验证 此 恒等式 的 最 简单 有 效 方法 是 随机 地 选取 一 个 小 次 数 多 
MR Q(X), 然后 模 Q(X) 检查 这 个 恒等式 ， 结 果 以 很 高 的 概率 是 
正确 的 ， 由 此 得 到 一 个 十 分 简单 的 多 项 式 概 率 算法 . 

为 了 得 到 确定 型 算法 ， 一 种 方法 是 要 证 明 ， 如 果 恒 等 式 不 成 
立 ， 则 只 需 模 “少数 ”很 小 次 数 的 多 项 式 QX), 检查 就 会 失败 ， 
最 简单 方法 是 取 一 些 Q(X) = X7 — 1, 其 中 7 较 小 . 

WFH P(X) = P2(X) (mod X"-1, n) 表示 Pi(X) I P(X) 
用 X" — 1 除 的 两 个 余 式 的 系数 模 n 是 相等 的 ， 则 可 以 证 明 

N = p (p 为 素数 ) 当 且 仅 当 对 于 “少数 ”a for, 均 有 (a 一 
X)" =a- XN (mod X’ — 1, p) 

这 个 结果 比 前 述 命题 要 弱 . 事实 上 ， 还 可 固定 一 个 值 ~. 由 这 
个 刻画 可 直接 得 到 一 个 确定 型 有 效 的 素性 检测 方法 , 模 N 检测 这 
个 恒等式 (而 不 是 模 p), 方法 的 最 后 形式 可 用 于 N 为 素数 军情 形 . 

上 述 等 价 的 一 个 方向 容易 证 明 ， 另 一 个 方向 的 证 明 要 用 下 列 
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LU 

(i) 若 对 一 些 c H (a - X)N =a- X" (mod X" — 1, p, 对 于 
由 这 些 一 次 多 项 式 (a — X) 生成 的 乘法 群 中 的 任何 多 项 式 gX), 
均 有 
9g(X) 六 =g(XN) (mod X” — 1, p) 


由 此 得 到 指数 数 基 级 的 一 些 多 项 式 g(X), 使 上 述 恒等式 成 立 ， 只 
要 p 模 7 的 阶 比较 大 ， 这 一 点 用 入 法 理论 的 已 知 结果 是 可 以 做 到 
的 . 

(ii) 若 上 式 g(X) 三 g(XN) (mod X" 一 1, p) 成立, 并且 显然 
有 g(X)? = g(X”) (mod X" — 1, p), 可 知 对 任何 s = nip? 


g(X)* = g(X*) (mod X7 一 1 p) 


(ui) 由 上 上 X WY RETR X" —1 约 化 ， 从 而 存在 s.t (s £ t), 
使 得 
g( X) = g(X*) (mod X” — 1. p) 


如 前 所 述 ， 利 用 得 法 中 的 已 知 结果 可 以 保证 ， 当 s AD C397] 
V) 中 群 的 体积 时 ， 上 面 恒等式 木 可 能 成 立 . 


241C ”超大 素数 和 奇妙 素数 


Yates 在 1983 和 1984 文章 中 把 超过 1000 位 的 素数 称 之 为 
“超大 (titanic) 素数 ”在 题 为 “巨人 的 沉 落 ”的 这 篇 文章 中 ， 
Yates 列 出 已 知 最 大 素数 的 一 个 清单 . 到 1985 年 1 月 1 日 ， 他 知 
道 581 个 超大 素数 ， 其 中 有 170 个 超过 2000 位 . 这 些 素数 都 写 
在 文章 中 . ”1988 年 9 H, Yates 的 清单 已 经 包含 了 876 个 超大 
素数 . 一 个 六 人 小 组 (J.Brown;L.C. Noll, B.Parady,G.Smith,J.Smith 
和 S.Zarantonello) 于 1990 年 初 宣布 发 现 了 550 个 新 的 超大 素数 . 
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这 些 素数 均 有 特殊 形式 ， 一 些 为 Mersennc 素数 ， 另 一 些 有 形 
式 上 x22 士 1 或 者 人 x 刀 +1 (b> 2), 因为 对 这 类 数 存在 更 有 效 的 
素性 检测 算法 . 

1992 4E, Yates 又 把 超过 10000 位 的 素数 叫 作 “ 超 霸 (gigantic) 
RR. 对 上 多 上 1000000 位 的 素数 ， 我 们 叫 作 “ 吾 万 位 级 素数 ” 
(megaprimes). 我 已 经 说 过 ， 目 前 所 知 的 最 大 Mersenne 素数 足 百 
万 位 级 素数 .在 Yates 去 世 之 后 ， C.Caldwell 成 为 超大 素数 、 超 
因素 数 和 其 他 珍宝 的 收藏 者 ， 他 也 是 “素数 秘闻 ”这 一 信息 丰富 
TTR ERY HIS PEPER. 我 从 这 个 网 站 获 益 菲 浅 ， 比 对 圣地 
亚 哥 动物 园 的 兴趣 还 大 . 

由 素数 检测 的 飞速 进步 ， 素 数 清单 几乎 每 天 者 在 增 大 ， 到 

2002 年 底 ， 超 过 30000 位 的 素数 已 经 知道 了 5000 个 (只 有 一 部 分 
在 Caldwell 清单 之 中 ). 要 列 出 这 些 数 是 徒劳 的 ， 因 为 我 清楚 的 知 
道 ， 这 些 目前 已 知 的 超大 素数 、 超 寡 素 数 和 百 万 级 素数 已 经 超过 
了 本 书 的 总 行 数 ， 但 是 我 想 向 大 家 展示 一 些 奇妙 的 素数 . 
可 文 (palindromic) 数 (以 10 为 基 ) 是 十 进 制 表示 为 N = 
a102::: an 的 粘 数 ， 其 中 诸位 数字 ai (0 < a; < 9) 满足 a = 
Qn. 02 = Qn-1,… 一些 古 老 的 神秘 传说 常常 和 各 种 数 有 关 (完全 
数 、 亲 和 数 、 过 剩 数 等 ), 所 以 回 文 数 至 今 还 受到 算命 学 家 的 注意 . 

Dubner 花 了 许多 年 找到 越 来 越 大 的 回 文 素数 . 他 的 最 高 记录 
一 直 保 持 到 2001 年 ， 即 保持 到 他 发 现 39027 位 的 素数 1099026 + 
4538354 x 1019510 4 1, 


记录 

目前 所 知 最 大 回 文 素数 是 104281 位 的 1010128! 一 1052140 — 1, 
由 D.Heuer 于 2003 年 1 月 发 现 , 使 用 了 名 为 PrimeForm 的 软件 ， 
软件 发 明 人 有 C.Nash, Y.Gallot 和 G.Woltman. 
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在 此 之 前 的 记录 有 Dubner AY = 8 [s] 3c RH 1095992 12049402 x 
1017973 4.1, 它 有 35353 位 35353 也 是 回 文 素数 ， 共 有 5 位 . 而 
5 也 是 回 文 素数 ! 

我 们 还 可 以 考虑 看 起 来 令 人 头痛 的 问题 : AE k > 4, 求 一 
个 序列 Ni, No, ,Nk, 使 得 每 个 Ni 都 是 回 文 素 数 ， 并 且 对 每 个 
1 一 1 ,一 1Ni+rl 是 Ni 的 位 数 . 

为 了 描述 后 面 的 珍宝 ,我 采用 以 下 记号 : 如 (23)4 表 
示 23232323, 而 (1)1s 表示 连续 15 个 1 等 . 


记录 
(1) 所 有 数字 均 属于 (2,3,5,7) 的 最 大 已 知 素数 是 


103120 _ 1 
72323252323272325252 x 02T +1 


=(72323252323272325252) 156 + 1 


它 是 Dubner 于 1992 年 发 现 的 ， 共 3120 位 . 

(2) 所 有 数字 为 0 或 1 的 最 大 已 知 素数 为 1(0)153971110111(0)153971， 
jt 30803 位 ， 它 也 是 回 文 素数 ， 由 Dubner 于 1999 年 发 现 . 

(3) 形 如 d(9)*( 其 中 3 £d) 的 最 大 已 知 素数 为 


d n 发 现时 间 (年 ) 
1 55347 2002 
2 49314 2002 
4 21456 2001 
5 34936 2001 
7 49808 2002 
8 48051 2000 


其 中 多 数 由 E.J.Sorensen 发 现 ， 最 后 一 个 由 Dubner 发 现 , 他 
们 都 采用 了 Gallot 算法 . 

(4) 所 有 数字 均 为 奇数 的 最 大 已 知 素 数 为 1(9)s5347, 即 上 表 中 
的 第 一 个 数 . 

(5) G.Lóh fil Y.Gallot 于 2000 年 发 现 的 素数 105994x10105994+ 
1 是 目前 已 知 的 最 大 素数 ， 其 中 数字 为 0 的 个 数 最 多 . 

(6) 最 奇妙 的 素数 是 


(1)1000(2)1000(3)1000(4)1000(5)1000(6) 1000(7)1000(8)1000 (9) 1000 (0)6645 1 


它 有 15646 位 ， 由 Dubner 于 2000 年 发 现 . 
(7) 最 后 ，1000 位 的 素数 中 最 小 者 为 10999+7, 由 P.Mihăilescu 
于 1998 年 证 明了 它 是 素数 . 


241D 因子 分 解 


大 数 分 解 是 一 个 困难 问题 ， 目 前 没有 多 项 式 算法 . 它 也 是 一 
个 重要 的 问题 ， 在 公 钥 密码 体制 中 有 名 声 大 振 的 应 用 . 

可 是 我 不 想 在 这 里 讨论 因子 分 解 方法 ， 因 为 这 又 会 离 本 书 的 
Xr (素数 的 记录 ) 太 远 . 我 想 最 好 是 介绍 一 些 书籍 和 研究 性 论 
X. 现在 按时 间 顺 序 介 绍 一 些 书籍 . 

Brillhart,Lehmer,Selfridge, Tuckerman 和 Wagstaff(1983) 书 中 
包含 四 土 1 (b = 2,3,5,6,7,10,11,12) 对 于 n 的 各 种 范围 的 因子 
Xe 其 中 给 出 n < 1200 范围 内 2" — 1 的 因子 . 对 较 大 的 基 b, n 
的 范围 要 小 ， 本 书 第 二 版 (1988) 增加 了 2045 个 新 的 因子 分 解 ， 
反映 了 这 期 间 在 方法 和 技术 上 的 重要 进展 ， 最 近 出 版 的 第 三 版 列 
出 2332 个 新 的 因子 分 解 . 

这 个 集体 合作 也 戏称 为 “ Cunningham 计划 ”， 起 源 于 想 把 
Cunningham 和 Woodall 于 1925 年 发 表 的 表格 加 以 扩大 .这 项 活 
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动 可 能 会 永 无 休止 地 继续 下 去 ! 

Ricsel(1985) 的 书 以 很 大 篇 幅 讲述 因子 分 解 (和 素性 判定 ). 其 
中 包括 费 马 数 、Mersenne Xt, HAN 2” +1,10” +1,(10” — 1)/9 的 数 
等 的 因子 分 解 ， 并 以 易 懂 和 统一 的 方式 讲述 因子 分 解 技术 方法 . 
由 上 这 些 内 容 受 人 欢迎 ，1994 年 第 二 版 中 还 增加 了 椭圆 曲线 因子 
分 解 的 内 容 . 

1989 年 ， Bressoud 出 版 一 本 关 十 因子 分 解 和 素性 判定 的 大 
学生 教 科 书 ， 不 仅 包 括 基本 内 容 ， 也 讲 到 一 次 得 法 和 椭圆 曲线 方 
ik. 

在 综述 性 文章 中 ， 下 你 工作 值得 注意 :Guy(1975) 讨论 现在 
称 之 为 经 典 的 一 些 方法 ，Williams(1984) 除了 经 典 内 容 之 外 , [LAR 
加 进 邢 时 的 新 内 容 ， 这 是 一 本 读 起 来 令 人 愉快 的 书 ，Dixon(1984) 
写 了 因子 分 解 和 素性 判定 ， Pomerance(1984) 一 个 短 课 的 讲义 附 
有 重要 的 文献 . 

至 十 更 专业 性 的 论文 ，Lenstra(1987) 论述 用 椭圆 曲线 做 因子 
分 解 ; 他 的 兄弟 Lenstra(1990) 也 是 基础 性 的 重要 文章 . 由 Lenstra, 
Manasse 和 Pollard(1993) 所 写 的 是 数 域 租 法 文章 . 

作为 一 些 例子 , 也 为 了 满足 大 数 分 解 爱好 者 的 要 求 , 我 现在 
给 出 一 些 Mersenne 数 、 费 马 数 等 的 具体 分 解 式 . 这 方面 早期 的 参 
A5 15 Jy Dickson 的 《数论 史 》 第 工 卷 第 22, 29, 377 页 和 Archibald 
(1935). 

1869 年 Landry 给 出 


Msg = 2°° — 1 = 179951 x 3203431780337 
1903 年 Cole 得 到 


Me; = 267 — 1 = 193707721 x 761838257287 
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1923 ^£: Poulet 得 到 


M73 = 27? — 1 = 439 x 2298041 x 9361973132609 
其 中 因子 439 是 欧 拉 首 先 发 现 的 . 1856 年 Clausen 得 出 
Fy = 27 +1= (1071 x 25 + 1) x (262814145745 x 28 + 1) 


= 274177 x 67280421310721 


以 上 分 解 式 均 是 计算 机 时 代 之 前 算出 的 . 1947 年 Lehmer 得 到 分 
解 式 


Miis = 213-1= 3391x23279x65993x1868569x1066818132868207 


其 中 最 小 素 因 子 是 Reuschle 于 1856 年 发 现 的 ，1983 年 ，Naur， 
Pomerance 和 Wagstaff 独立 地 分 解 出 
Mio = 2193 — 1 —13821503 x 61654440233248340616559 
x 14732265321145317331353282383 

下 一 个 分 解 式 和 Mersenne 本 身 有 直接 的 历史 性 联系 ( 见 2.7 节 ) 
Mas; = 2257 — 1 =535006138814359 

x 1155685395246619182673033 

x 374550598501810936581776630096313181393 


其 中 第 一 个 因子 和 后 两 个 因子 分 别 由 Penk 和 Baillie 于 1979 和 
1980 年 发 现 . 注意 Lehmer 在 1927 年 已 证 明 M2sy 不 是 素数 ， 但 
是 没有 给 出 它 的 任何 素 因 子 . 

现在 又 回 到 费 马 数 . Morrison 和 Pollard F 1970 年 给 出 (发 
表 于 1971 年 ) 


F= 22 十 1 = 59649589127497217 x 5704689200685129054721 
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Brent 和 Pollard 于 1980 年 给 出 (发 表 于 1981 年 ) 


Fg = 22 + 1 =1238926361552897 
x 934616397 15357977769163558199606896584051237 
541638188580280321 


RAR Fu 于 1988 年 被 完全 分 解 ， 其 中 最 小 的 两 个 素 因 子 
早已 求 出 ， 接 下 来 的 两 个 素 因 子 是 由 Brent 用 椭圆 曲线 方法 得 到 
By. Brent AA FAS 564 位 数 是 素数 ， 这 由 F.Morain 所 证 明 . 

Fy F 1990 年 由 A.K.Lenstra 和 M.S.Manasse 分 解 成 功 ， 采 
H TORIA. Brent 于 1995 年 分 解 了 费 马 数 Fio. 以 上 是 费 马 
数 和 Mersenne 数 的 情况 . 

Dov Jarden,Brillhart, Montgomery 和 Silverman 于 1988 年 列 
Hi Fibonacci 数 Un (2 łn < 999) Al Lucas 3X V, (n < 500) 的 所 
有 已 知 的 因子 ， 并 且 分 别 对 n < 387 FI n < 397 的 情形 完全 分 
"e. 到 了 2003 年 4 H, Montgomery 报告 说 ， 已 经 对 Un 和 你 
TE n < 1000 之 内 完成 了 分 解 . 这 项 工作 把 Jarden( 见 他 书 的 第 三 
版 “1958 年 ) 等 许多 人 的 工作 大 大 推进 了 一 步 . 

下 面 是 另 一 些 值得 介绍 的 分 解 式 ， 它 们 为 在 大 数 分 解 方面 的 
一 些 里 程 碑 . 1984 年 Atkin 和 Rickert 分 解 了 


10103 +å 


Ti =1237 x 44092859 x 102860539 x 984385009 


x 612053256358933 x 182725114866521155647161 
x 1471865453993855302660887614137521979 


A.K.Lenstar 和 M.S.Manasse 于 1988 年 10 H 12 日 “愉快 地 宣布 
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把 一 个 100 位 的 数 用 一 般 型 因子 分 解 算法 ”分 解 了 
11104 十 1 


TT =86759222313428390812218077095850708048977 


x 1084881048536374706129613998429729484098346115 
25790577216753 


算法 是 确定 型 的 ， 只 依赖 于 N 的 大 小 ， 不 依赖 于 N 的 因子 的 任 
何 特殊 性 质 ， 计 算 时 间 与 平均 时 间 一 样 . 

Bs SEE 138 位 的 2457 + 1 完全 分 解 为 3 x P49 x P89, 其 
中 Pn 表示 一 个 n 位 的 素数 .这 是 A.K.Lenstra 和 M.S.Manasse 
T 1989 年 11 月 完成 的 ， 为 一 种 特殊 数 域 得 法 (SNFS) 的 一 个 成 
功 的 例子 ， 报 纸 以 第 一 版 报道 了 这 一 事件 . 

1992 年 ，A.K.Lenstra 和 D.Bernstein 用 SNFS 和 两 个 超大 级 
并 行 机 ， 把 158 位 的 Mersenne 数 Ms23 分 解 成 分 别 有 69 和 90 位 
的 两 个 素 因 子 之 积 . 

1999 年 4 月 ， 自 称 为 “ Cabal ”的 一 个 小 组 宣布 一 项 超大 
级 因子 分 解 ， 他 们 又 使 用 SNFS 把 全 1 数 (10211 — 1)/9 分 解 成 
P93 x P118， 发 现 了 当时 最 大 的 回 文 素数 .这 个 小 组 的 成 员 为 
S.Cavallar,B. Dodson, A. Lenstra, P. Leyland, W. Lioen, P. Mont- 
gomery, H. te Riele 和 P. Zimmermann. 

下 面 一 小 节 中 我 要 介绍 公 钥 密码 体制 ， 其 中 用 到 很 难 分 解 的 
KR. 

为 了 对 素性 和 分 解 有 更 深刻 的 理解 ， 建 议 参看 Crandall 
和 Pomerance(2001) 的 一 本 新 书 ， 此 书 中 包括 了 最 重要 的 方法 和 
证 明 ， 两 位 作者 均 为 该 领域 当前 的 权威 . 

对 于 素性 检测 、 大 数 分 解 以 及 与 大 数 有 关 的 其 他 计算 有 兴趣 
的 人 ， 当 然 需要 有 最 新 一 代 的 高 速 高 性 能 计算 机 可 供 使 用 ， 但 是 
仍 有 一 些 原创 性 的 工作 是 在 个 人 电脑 上 发 展 出 来 的 ， 所 以 我 们 还 
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可 以 在 舒适 的 家 中 得 到 一 些 重要 的 成 果 . 如 果 外 面 在 下 雪 (这 在 
加 拿 大 是 经 常 发 生 的 ), 你 可 以 双 脚 保持 暖和 ， 来 检测 你 的 素数 . 


2.11E ” 公 钥 密码 体制 


通信 手段 飞速 进步 ， 传 递 信息 的 领域 日 益 广 泛 深入 ， 从 银行 
存款 、 朋 友 通 信 、 购 买 股票 ,一 直到 秘密 外 交 和 间谍 活动 , 均 需 要 
将 信息 编码 的 安全 方法 . 在 过 去 ， 信 息 编 码 后 的 密 文 只 有 发 方 和 
收 方 知道 ， 但 是 信息 可 以 被 外 人 截获 ， 密 文 被 破译 . 如 果 加 密 方 
式 过 于 简单 ， 外 人 可 以 通过 分 析 信息 中 每 个 字母 出 现 的 频率 把 密 
文 破译 ， 这 在 战争 中 会 造成 非常 严重 的 后 果 ， 
密码 学 的 一 个 重大 进步 是 发 明了 公 钥 密码 体制 ， 这 个 体制 的 
主要 特点 是 简单 , 使 用 公开 密 钥 , 并 且 破 译 非 常 困难 . 公 钥 思想 是 
Diffie 和 Hellman 于 1976 年 提出 ， 而 在 1978 年 由 Rivest,Shamir 
和 Adleman 给 出 有 效 的 方案 ， 这 种 方案 被 称 为 RSA 体制 .我 现 
在 介绍 这 种 方案 . 
每 个 字母 和 符号 (包括 空白 ) 都 对 应 一 个 三 位 数 ， 在 “信息 转 
换 美国 标准 表 编 码 (ASCI) ”中 ， 这 种 对 应 为 
- A B C D E FGH 
032 065 066 067 068 069 070 071 072 
I J Kk L M N O P Q 
073 074 075 076 077 078 079 080 081 
PO V W X Y Z 
082 083 084 085 086 087 088 089 090 


这 息 中 每 个 字母 和 符号 都 改 用 代表 它 的 3 位 数 ， 于 是 整个 信 
息 被 编 成 一 个 数 M. 
系统 中 的 每 个 用 户 有 公 钥 (nasa) 其 中 na = paga 是 两 个 
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大 素数 的 乘积 ， mn4 公开 ， 但 是 它 的 两 个 素 因 子 pa 和 qa 保持 秘 
密 . 进而 ， 取 正 整 数 s4, 使 得 s4 和 pa — 1, qA— 1 HER. 

为 把 信息 M 传送 给 另 一 个 用 户 BLA 要 把 信息 M 加 密 , 这 是 
将 M 用 收 方 B 的 公 钥 作用 . JAP B 收 到 由 A 发 送 来 的 密 文 之 
后 ， 用 自己 的 私 钥 解密 . 

详 言 之 ， 整 个 过 程 如 下 : 车 信息 M > np, 要 把 M 分 成 一 些 
小 块 ， 以 下 设 M < ng. 若 gcd(M, np) 41, 可 在 信息 末尾 加 上 一 
个 无 意义 的 字母 ， 使 得 对 新 的 信息 ， gcd(M,ma) = 1. 

A 把 加 密 后 的 密 文 Bp(M) = M 发 给 BA < M' «np, 其 中 
M' = M** (mod ng). 为 了 将 M' fti, 用 户 B 要 计算 出 te, 1 < 
tp < (pn — (qe — 1) = y(nB), WE tase = 1 (mod e(ng)), 这样 
的 tg 一 定 可 以 求 出 来 ， 然后 

Dy (M) = M"? = Msste = M (mod ng) 
从 而 B 读 出 明文 信息 M. 事情 就 是 如 此 简单 ! 

当然 ， 还 会 有 一 些 技术 性 问题 . 这 些 问 题 已 在 专门 性 书籍 和 
大 基文 章 中 加 以 讨论 . 我 在 这 里 只 介绍 其 简化 的 思想 ， 并 用 例子 
加 以 解释 ， 为 了 更 加 方便 ， 假 设 把 信息 中 每 两 个 数字 作为 一 组 ， 
实际 工作 当然 不 是 这 样 . 

现在 从 你 口袋 里 拿 出 你 的 计算 器 .下 面 为 某 人 的 一 个 密 文 

151474036925076974117964029299026654036925101743109701 
095179152070068045055176008329001574149966031533117864 
154599013907031533013986012353068045133750126510137349 
117864113338128986117864110052047607001574010738003772 
096642117864070838109145011098117864028600117864056547 
117864083567041271109145056006 
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此 密 文 发 给 一 个 收 方 ， 收 方 的 公 钥 为 (n, s) = (156287, 181). 
你 不 知道 n 的 秘密 素 因 子 . 你 是 否 能 够 破译 这 个 密 文 ? 答案 印 在 
本 书 的 某 个 地 方 . 

关于 破译 这 个 密码 体制 我 还 要 再 说 几 句 .每 个 用 户 4 需要 求 
出 olna) 这 件 事 等 价 于 把 na 因子 分 解 . 因为 若 知道 了 na 的 
WAS RAF pa 和 qa, 则 p(n4) = (pa — l)(gA — 1). 反 过 来 ， 令 
D— pA, 9= QA, n — na. Hl p(n) = (p- 1)(q—-1) 2 n&1—(p44) 
RI (p +q)? — 4n = (p — Q? ( p > q) 可 得 


p+q=nt+1—- y(n) 
p-4= Vnt- (nF — in 


BI p Allg BYE n Al y(n) sk Hl. 

关于 RSA 公 钥 体制 还 有 很 多 问题 ， 比 如 说 ， 

1) 如 何 传输 “签名 ” 的 信息 , 使 收 方 能 确认 这 个 信息 确实 来 
HEN: 

) 如 何 选择 密 钥 na 的 素 因子 ， 使 得 破译 这 个 公 钥 体制 采 
用 现 有 的 方法 是 不 可 行 的 . 

对 于 问题 (2), 信息 安全 最 重要 的 事情 中 ， 首 先是 密 钥 na 不 
能 被 分 解 ， 那么 密 钥 na 需要 多 少 位 才 可 在 有 效 时 间 之 内 不 能 被 
分 解 ? 

为 了 检测 此 事 ， 数 学 家 建议 各 种 密 钥 来 比赛 它们 的 分 解 ， 其 
中 有 一 个 叫 作 RSA-155 的 数 (表示 它 有 155 位 ) 


RAS-155 —109417386415705274218097073220403576120037329454 
492059909138421314763499842889347847179972578912 
673324976257528997818337970765372440271467435315 
93354333897 
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这 个 数 是 精心 构 作 出 来 的 , 想 成 为 RSA 方法 中 可 能 的 密 铀 ， 1999 
年 8 月 H Hte Ride 领导 六 个 国家 的 科学 家 组 成 的 小 组 把 此 数 
分 解 , 用 一 般 的 数 域 得 法 把 它 分 解 成 以 下 两 个 78 位 的 素数 之 乘积 


10263959282974110577205419657399167590071656780803 
8066803341933521790711307779 
10660348838016845482092722036001287867920795857598 
9291522270608237193062808643 


这 个 破译 比 RSA 方法 刚 开始 采用 时 所 预计 的 时 间 要 早 很 多 . 
这 表明 512 比特 ( 即 十 进 制 155 位 ) 的 公 钥 已 不 再 安全 ,目前 建议 
用 768 比特 (十 进 制 230 位 ) 的 公 钥 作为 达到 安全 可 靠 的 最 低 标 
准 ， 并 且 其 素 因 子 pA 4 要 随机 选取 并 且 大 小 相近 . 

目前 作为 RSA 因子 分 解 挑 战 的 数 从 RSA-576(576 比特 ,十 
进 制 174 位 ) 到 RSA-2048(2048 比特 ， 十 进 制 617 位 ). 而 奖金 从 
一 万 美元 到 二 十 万 美元 . 

关于 以 上 这 些 问 题 的 原始 文章 为 Rivest,Shamir,Adleman(1978) 
和 Rivest(1978) Wr tj. 还 有 综述 文章 为 Couvreur 和 Quisquater 
(1982) 作者 的 ， 以 及 以 下 一 些 所 写 书籍 : Riesel (1985), Koblitz 
(1987), Bressoud (1989), Coutinho (1999) 和 Wagstaff(2003). 还 有 
Lemos 用 葡萄 牙 文 写 的 讲义 (1989), 很 像 是 用 加 密语 言 来 介绍 密 
码 学 . 
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第 三 章 ”是 否 有 定义 出 素数 的 函数 ? 


为 了 决定 出 素数 ， 一 个 自然 的 问题 是 : 是 否 有 实际 可 计算 的 
函数 f. 使 得 对 所 有 自然 数 n > 1, 函数 值 f(r) 均 为 素数 ， 甚 至 由 
此 得 到 全 部 素数 ? 

例如 ， 函 数 应 当 满足 下 列 条 件 中 的 某 一 个 : 

(a) idi n 21, f(n) = p. B n FRB ; 

(b) f(n) HERR, FAY nz m 时， f(n) Z f(m) ; 

(c) nae 函数 在 正 整数 处 取 值 组 成 的 集合 . 
显然 ， 条 件 (a) 和 (c) 都 强 . 

E. ^ EC TETEN 目前 得 到 的 
其 余 结果 相当 令 人 失望 . 


3.1 满足 条 件 (a) 的 函数 


Hardy 和 Wright 在 他 们 著名 的 书 中 问 道 ， 

(1) 对 于 第 n 个 素数 是 否 有 公式 ? 

(2) 是 否 存 在 用 一 个 素数 前 面 的 所 有 素数 来 表达 这 个 素数 的 
公式 ? 

问题 (1) 的 意思 是 : 求 一 个 明确 的 表达 式 f, 使 得 f(n) AE 
nn 个 素数 pr, 并 且 函 数 S 是 可 计算 的 ， 而 且 f 尽 可 能 表示 成 熟知 
的 函数 形式 . 与 此 问题 密切 相关 的 另 一 个 问题 是 : 对 于 计算 素数 个 
数 的 函数 r(z) 给 出 一 个 好 的 表达 式 . 这 里 对 每 个 实数 > > 0,r(z) 
表示 不 超过 z 的 素数 的 个 数 . 


| 134- 


(2) 是 素数 理论 中 一 个 重要 函数 ， 并 且 记 号 也 是 传统 的 . 我 
在 第 四 章 要 进一步 讲述 这 个 函数 . 即使 数 x = 3.14-- 和 函数 r(z) 
在 以 后 会 出 现在 同一 个 公式 之 中 ， 其 意义 也 不 会 混淆 . 

首先 我 要 介绍 Willans 在 1964 年 给 出 的 关于 x(m) 的 一 个 公 
式 ， 它 是 基于 我 在 第 二 章 证 明 的 Wilson 定理 . 

对 每 个 整数 7 > 1, > 


F(j) = | cos? SEM 


这 里 对 实数 z,{z] 表示 满足 n < x <n 十 1 的 唯一 的 整数 n. 
于 是 对 每 个 整数 > 1, 当 j HRN FO) = 1, 否则 F(j) = 0, 
并 且 F(1) = 1. 因此 
n(m) = -1 ro 


Willans 还 把 n(m) 表示 成 


xao HG) (m = 2,3,---) 


2 
sin? 7 G— as 


H(j) = 一 一 一 一 一 
G) sin? = 三 


Mináč 给 出 另 一 个 表达 式 Gk, 其 中 正弦 和 余弦 均 不 出 
现在 公式 中 


pe E -D+ [i on) 


j=2 J J 


证 明 ”这 个 公式 的 证 明 很 简单 ， 由 于 它 没有 发 表 ， 我 这 里 给 
出 它 的 证 明 . 
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首先 注意 : Fn ATAESCEG WU n RAZ (n-1)!. KAA, n 
或 者 写成 n= ab, 其 中 2 <a,b<n-l# Ha Ad RË n= p z4. 
对 于 前 者 ，n BR (n 一 1)!; WEAR, 2<p<n-1l=p’-1, 
从 而 2p « p? — 1. FE n BRA 2p? = p x 2, AT n BRA (n 一 1)!. 

根据 Wilson 定理 ， 对 每 个 素数 j,(j — D! -1— kj, 其 中 为 
整数 ， 于 是 


j-1) j 1)! 
[ebb 
E j 不 是 素数 并 且 j > 6, 则 (j 一 1)! — kj, 其 中 人 为 整数 ,由 上 面 
注 记 可 知 


[i-e Z [e] [5-8] =o 
最 后 对 了 = 4, 则 [ei g Ld 
4 4 


这 就 证 明了 r(m) 的 这 个 公式 . B 


利用 前 面 的 记号 ， Willans 对 于 第 n 个 素数 给 出 以 下 公式 : 


» ie ia] | 


m=1 


或 者 用 函数 r(z) 来 表达 


"+ 


Rp 是 素数 9 的 前 一 个 素数 ， Willans 给 出 用 p 表达 q 的 公 
式 


p 
q=1+p+F' (pt) t+ F(pt1F'(p*2)4--- [[F'(»*5) 
j=1 
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其 中 F)-1-FG)mi FG) 的 定义 如 前 所 示 . 
Ernvall 对 于 大 于 m(> 2) 的 最 小 素数 给 出 另 一 个 公式 ， 他 的 
这 个 公式 发 表 于 1975 年 ， 当 时 他 还 是 个 学 生 . 令 


d 


{I 
ag 
Q 
& 
~ 
= 
d 
| 
- 
rs 
& 
= 


dd 
gcd(d?, d!) 
而 a 是 唯一 的 整数 ， 使 得 d^ 除 尽 t, 但 是 LH 除 不 尽 t, 则 大 于 


m 的 最 小 素数 为 F 


~ ged(t/d, d) 
Wm = psa. 它 给 出 pn 的 一 个 公式 . 
尽管 这 些 公式 没有 太 大 的 实用 价值 ， 我 还 是 相信 它们 对 于 逻 
辑 学 家 有 些 用 途 : 逻辑 学 家 试图 清楚 地 理解 算术 的 不 同 内 容 是 由 
不 同 的 公理 系统 演绎 出 来 的 ， 还 是 均 由 皮 亚 诺 算术 公理 得 出 ， 
1971 Æ, Gandhi 给 出 pn 的 一 个 公式 . 为 了 解释 这 个 公式 ， 
我 们 需要 Mobius 函数 ， 它 定义 为 


p 


+ 187- 


的 唯一 整数 . 
下 面 的 证 明 是 Vanden Eynden F 1972 年 给 出 的 . 
证 明 为 简化 记号 , 令 8@= Pi, pn = p, M 


Kg) 
$55 Acl 
dlQ 
于 是 
Q 29 -1 d 2d Q-d 
Q3 - 18 = 3 7u(d);—] = DD) & 2* 2? e... 2974) 
dlQ dlQ 


WO « t « Q, W u(d)2! 这 项 出 现在 求 和 之 中 当 且 仅 当 d BR 
R ged(t, Q). 从 而 在 后 一 个 和 号 中 2! RAA E (a). M 


digcd(t,Q) 
t=ORt, 它 为 X a(d). 
diQ 


但 是 对 每 个 整数 m 271, 熟知 (也 容易 证 明 ) 


Y ud) -| l, m=1 


am 0, m>1 


以 DA 表示 对 满足 条 件 0<t< Q All ged(t. Q) = 1 W t RA, 


O<t< 


则 (2° - 1) = E 求 和 式 中 最 大 上 值 为 += Q - 1. 因此 
0<t< 


2(29 — »{-5+5) ~(2@-1)+ M 29-14 y! 2 
2 0<t<Q 0<t<Q-1 
如 果 2 € j < pn = p, 存在 某 个 素数 q, 使 得 9< pn = p( 从 而 a | Q) 
FA a«1Q- j. 于 是 上 面 和 式 中 每 个 t 都 满足 0<t< Q- p. 所 以 
容易 给 出 下 面 一 些 不 等 式 : 
2Q-p+1 1 am m p^ en 


2x30 5 3*5 7 —308-1 ) ^ 2x38 


1 
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乘 以 2? 之 后 ， 给 出 
1<2(-$+5)<2 口 


Golomb 于 1974 年 给 出 另 一 个 证 明 ， 我 认为 这 个 证 明 富有 启 
发 性 ， 他 的 证 明 是 在 1 的 二 进 制 展 开 上 作 Eratosthenes 筛 法 ( 见 
第 二 章 2.1 节 ). 

将 每 个 正 整数 n 赋 对 一 个 概率 (或 叫 作 权 )W(n) = 2-". 显然 
W(n) = 1. 对 于 这 个 分 布 ， 是 某 个 固定 整数 d > 1 的 倍数 的 随 


n=1 


机 整数 有 概率 
=% 1 
-Pw =>? ‘Sa 


n=1 


而 与 一 个 固定 整数 m > 1 互 素 的 随机 整数 ， 其 概率 容易 计算 为 


R(m = 1- MP)+ $` Mpp)- Y^ Mpp") 


pim pp'|m pp'p"|m 


= Erama- Y A. 
d|m 


d|m 


4 Q = pipa: pn-1, 则 
R(Q) = Ya m 


但 是 另 一 方面 ， 对 于 这 个 分 布 ， 可 直接 给 出 
RQ- M Wm= i+ tyto 
gcd(m,Q)=1 x 
o 是 2 (p Nu E EY A. DRUG 


1 1 1 
R(Q)-5 MEET uU Wwe 
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所 以 


的 唯一 整数 m. 这 就 给 出 Gandhi 公式 的 又 一 个 证 明 . 由 paa 2 
pn 十 2 可知 0 < On < ; 


用 二 进 制 记号 ， 这 些 会 变 得 更 加 透彻 . 由 于 W(n) = 0.000---1 
(在 第 ”位 为 数字 1), 所 以 E W(n)=0.111…=1. 


n=1 


对 于 偶 整 数 情形 
> 1 
W(2n) = 0.010101-..— "~~ = 1 
2 2 一 1 3 
相 减 则 给 出 已 = pr = 2 的 公式 
R(P) = Y W(n) = 0.101010--- = 1 - 3 
2|m 


再 减 去 3 的 倍数 ， 然 后 把 减 了 两 次 的 6 的 倍数 加 


回来 一 次 ， 得 到 


1 1 
Q(3) = 0.001001001 --- = 4 — = = 


Q(6) = 0.000001000001 - - = zu : 


从 而 对 于 Po = pipe = 6, 有 


R(P2) = R(P;) — Q(3) + Q(6) = 0.1000101000101000-- - 
= 71.1, 
E 3 7 63 
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继续 下 去 ， 便 得 出 


1 1 
R(P,1) = 0.100 - - -0100 - - -0100 --- = 5 + 


1 
2 2m 3e 5 


1 
R(P,1) 一 2 = 0.000---010--- 


其 中 第 一 个 1 出 现在 位 置 p» 处 . 
3.2 WERT (b) 的 函数 


对 于 每 个 n > 1, f(n) = (0 ] 为 素数 ,这 里 9 KBH 1.3064 --- 
( 见 Mills 1947 年 文章 ). 类 似 地 ， 对 每 个 n> 1 


sy- p | (共有 n 个 指数 ) 


为 素数 ， 其 中 w 大致 为 1.9287800.…( 见 Wright 1951 年 文章 ). 

9 和 w 只 知道 近似 值 并 且 f(n) 和 glin) 增长 得 很 快 ， 这 使 得 
上 述 两 个 公式 更 显得 奇妙 . 如 g(1) = 3,g(2) = 13,9(3) = 16381, 
而 g(4) 比 5000 位 数 还 大 . 在 文献 中 还 有 与 之 类 似 的 其 他 公式 ， 
但 这 些 公式 好 处 不 大 ， 见 Dudley 1969 年 文章 . 

在 这 里 人 们 会 问 ， 为 什么 不 用 整 系数 的 多 项 式 来 代替 用 指数 
函数 和 整数 部 分 所 造 出 的 这 类 神秘 的 函数 ? 3.3 节 就 讨论 此 事 . 


3.3 产生 素数 的 多 项 式 
对 于 上 节 末尾 提出 的 问题 ， 答 案 如 下 


如 果 f(x) 是 整 系数 单 变量 多 项 式 并 且 不 为 常数 ， 则 存在 无 限 
多 个 整数 n 使 得 |f(n)| 不 是 素数 . 
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证 明 不 妨 设 存在 整数 no > 0, 使 得 |f(no)| = p 为 素数 . 
由 于 多 项 式 不 为 常数 ， 可 知 lim |f(x)| = oo, 从 而 存在 mi > no, 
使 得 当 n > ni WT, |f(n) > p. 对 任何 满足 no 十 ph > m 的 
hf (no-- ph) = f(no) + (PRIER = z 的 倍数 . 但 是 |f(no+ph)| > p, 
所 以 |f (nio 十 ph)| 不 是 素数 . o 


上 面 的 命题 是 哥 德 巴 赫 于 1743 年 9 H 28 日 给 欧 拉 的 信 中 指 
出 来 的 . 

于 是 ， 没 有 整 系数 单 变 基 多 项 式 能 满足 我 们 的 目的 .那么 ， 
能 否 用 多 变 其 多 项 式 呢 ? 答案 仍 是 否定 的 ， 并 且 有 如 下 更 强 的 否 
定 结 果 : 

d f(X1, 久 2,… Xm Am 变量 复 系 数 多 项 式 ， 使 得 对 任何 
整数 1,n2,… ings fmi na, ,nm)| 均 为 素数 ， 则 f£ LARK. 

对 于 每 个 非常 值 的 整 系数 单 变量 多 项 式 F(X), 它 在 无 限 多 自 
然 数 处 的 取 值 均 不 是 素数 . 但 既 使 如 此 ， 欧 拉 于 1772 年 还 是 发 现 

-个 这 样 的 多 项 式 f(X), 它 在 许多 连续 整数 处 取 值 均 为 素数 ， 

以 下 是 欧 拉 的 著名 例子 : f(X) = X? + X +4, 是 欧 拉 给 
Bernoulli 的 信 中 说 到 的 . 对 于 大 = 0,1,2,3, ,39, 这 个 多 项 式 的 
取 值 均 为 素数 ， 即 分 别 为 41, 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 
151, 173, 197, 223, 251, 281, 313, 347, 383, 421, 461, 503, 547, 593, 
641, 691, 743, 797, 853, 911, 971, 1033, 1097, 1163, 1231, 1301, 1373, 
1447, 1523, 1601. Xt k = 40, 此 多 项 式 的 取 值 为 1681 = 412. 

pertains Rescue 下 问题 作 新 的 研究 : 

1) 用 较为 系统 的 方法 寻求 一 次 、 Web oe f(X), 
RATER k > 0, 1£(0)1. |f ()].- k)| 均 为 素数 . 

(2) 如 何 判 断 一 个 多 项 式 ， 使 得 它 在 nee 许多 整数 

处 取 值 的 绝对 值 均 为 素数 . 
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我 们 首先 考虑 一 次 多 项 式 ， 而 对 二 次 多 项 式 情 形 ， 这 个 问题 
与 二 次 域 的 算术 性 质 有 密切 联系 ， 所 以 为 了 方便 ， 我 要 用 一 小 节 
专门 讨论 这 件 事 .对 于 次 数 大 于 2 的 多 项 式 ， 这 方面 的 结果 知道 
得 很 少 ， 见 第 六 章 6.2 节 . 


3.3A ”一 次 多 项 式 的 素数 取 值 


设 f(X) = dX +q, 其 中 4d>1,g>1 并 且 gcd(d,g)=1. 如 
A f(0) 是 素数 ， 则 4 为 素数 而 f(q) 不 是 素数 ， 所 以 对 于 一 次 多 
项 式 ， 至 多 有 连续 4 个 值 为 素数 .这 就 产生 了 一 个 问题 ， 是 否 对 
每 个 素数 q 均 存 在 整数 d > 1, 使 得 g,d+g,2d+g,…,(q 一 1)d+g 
均 为 素数 ?例如 
gq —3,d = 2 给 出 素数 3,5,7 
4=5,d= 6 给 出 素数 5,11,17,23,29 
q = 7,d = 150 给 出 素数 7,157,307,457,607,757,907 
这 个 问题 相当 困难 . 我 相信 在 不 远 的 将 来 没 人 能 证 明 它 ， 注 
$$. Lagrange 曾经 证 明了 : 如 果 这 样 的 d FE, W d 被 IL« p 


1986 Æ, G.Lóh 发 现 对 q = 11, 最 小 的 d fiy 1536160080, 
而 对 q = 13, 最 小 的 d 值 为 9918821194590 . 


记录 
XİT q = 17, 最 小 的 d = 341976204789992332560, 是 P. Car- 
mody 于 2001 年 11 月 得 到 的 . 这 是 又 一 个 惊人 的 计算 结果 ! 


我 在 第 四 章 4.5 节 中 将 会 再 来 考察 关于 算术 级 数 中 的 素数 和 
其 他 问题 . 


< 143- 


3.3B ”关于 二 次 域 


为 了 理解 关于 二 次 多 项 式 的 上 述 问题 ， 现 在 需要 介绍 一 下 所 
需要 的 二 次 域 知识 ， 这 些 材料 可 以 在 许多 数论 书 中 找到 ， 所 以 在 
这 里 不 必 做 专门 的 评价 . 高 斯 在 他 名 著 《 算 术 探 究 》 (1801) HF 
创 的 二 元 二 次 型 经 典 理论 也 有 不 少 现代 出 版 的 书 中 加 以 叙述 ， 例 
如 ， Flath(1989) 的 书 和 我 的 书 MyNumbers, MyFriends (2000) 
中 很 长 的 一 章 . 这 里 我 只 提 及 今后 所 需 的 内 容 . 

Wt d z 0,1 为 无 平方 因子 整数 (TETH). 它 结合 一 个 OE 
本 ) 判别 式 

a-f d, d=1 (mod 4) 
4d, d 2,3 (mod 4) 
然后 又 结合 一 个 二 次 域 Q@(Vd ) = Q(VA) = (re sVd| r,s € Q}. 
当 d > 0 时， rev d HAIM Q(Vd ) 叫 实 二 次 域 . 而 当 d «0 
时 ，Q(vVda ) 叫 虚 二 次 域 . 

Q(Vd ) 中 的 每 个 元 素 a 是 Q[z] 中 某 个 二 次 多 项 式 (如 果 o 
不 属于 OQ) 或 一 次 多 项 式 (E a 属于 Q 的 根 ， 并 且 可 取 此 多 项 
XX f(z) 最 高 次 项 系数 为 1. WR f(z) 的 系数 均 属于 Z, 则 a 叫 作 
Qd) 中 的 代数 整数 . 全 体 代数 整数 组 成 的 集合 A 是 Q(Vd ) 的 
SER. RAAB 4 中 的 元 素 


id = 1(mod 4)， 则 4 = {5(m+nva) | m,n eZ, 2]m- n) 
若 d z2,3(mod 4)， 则 4 = {m 4 nVd |m,ne zh 
对 于 每 个 n> 1 和 anan: an € QUA), 集合 S È yas | 


de 4j 叫 作 由 a1,02,--- on 生成 的 分 式 理想 . 如 果 I 
是 一 个 分 式 理想 ， 则 T+ 了 C 了 并且 AL CI 特别 地 ， 对 每 个 
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a € Q(Vd), Ao 是 分 式 理想 ， 这 叫 作 主 分 式 理想 . 若 工 和 J 是 分 
式 理想 ， 定 义 它 们 的 乘积 为 


IJ= {as lo e nae rnzoh 
i=l 


这 也 是 分 式 理想 ， 所 以 非 零 分 式 理想 对 于 这 个 乘法 形成 一 个 交换 
群 ， 而 所 有 非 零 的 主 分 式 理想 形成 它 的 一 个 子 群 . 

高 斯 (用 不 同 的 但 与 之 等 价 的 语言 ) 证 明了 : 非 零 分 式 理想 
群 对 于 非 零 主 分 式 理想 子 群 的 商 群 是 有 限 交 换 群 。 表示 成 Cla( 或 
Cla), ME Q(V/d )( 或 A) 的 类 群 . 这 个 群 的 元 素 个 数 表示 成 ha( 或 
ha), 叫 作 Q(Vd ) (sk A) 的 类 数 . 所 以 ， 类 数 等 于 1 相当 于 说 每 
个 分 式 理想 都 是 主 分 式 理想 . 

MR a,b € Q(Vd ), 定义 a 整除 9 是 指 存 在 Ye A 使 得 
ay = B.A 中 整除 1 的 元 素 叫 作 A 中 的 单位 .4 中 非 零 元 素 n 叫 作 
是 素 代数 整数 , 是 指 r 不 是 单位 ， 并 且 若 = aba 和 6 均 属于 
A, W a 或 9 必 有 一 个 为 单位 . 

可 以 证 明 : ha = 1 当 且 仅 当 Q@(Vd ) 中 存在 唯一 因子 分 解 定 
理 ， 即 每 个 非 零 代 数 整 数 均 可 表示 成 素 代数 整数 的 乘积 ， 并 且 不 
考虑 因子 的 次 序 和 相差 单位 因子 ， 这 种 表示 法 是 唯一 的 . 

类 群 Cla 的 指数 eu 是 群 Cla 中 每 个 元 素 ( 叫 作 理想 类 ) 阶 的 
最 大 值 . 这 时 ， 每 个 理想 类 的 阶 都 是 ea 的 因子 . 当然 ea = 1 当 且 
仅 当 ha = 1, 并 且 ea 为 2 WHY AMY ha 为 2 WAR. 

高 斯 所 发 展 的 二 元 二 次 型 种 (genera) 理论 可 给 出 更 精细 的 结 


果 . 令 
a ha, d«0 
a 2ha, d»0 


又 令 N+1 为 A 的 不 同 素数 因子 的 个 数 . 高 斯 证 明了 2 整除 hi 
HAE d «0,64 = 19 2, W ha = 2%. 
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由 此 可 知 ， 对 于 d < 0 的 情形 ， 当 ha = 185 N = 0, 从 而 
d = —1,—-2 或 —p, HF p 为 素数 并 且 d = 3(mod 4). 4 ha = 2 
mt, N=1ifid 有 以 下 三 种 可 能 性 : 

(i) d= —2p, 其 中 p 为 奇 素数 ; 

(i) d= —p, 其 中 p ARR, p= 1(mod 4); 

(iii) d= —pq, FEF p lq HRA, p < q, pq = 3(mod 4). 

具有 给 定 判别 式 的 所 有 二 元 二 次 型 @ (对 于 某 种 运算 ) 也 形成 
一 个 有 限 交换 群 O, 这 个 群 与 群 Cla 有 确定 的 联系 ， 这 里 不 再 解 
释 其 联系 的 方式 ， 二 元 二 次 型 分 成 一 些 种 ， 每 个 种 包含 一 定数 其 
的 类 ， 种 的 理论 可 以 推出 下 列 两 个 命题 是 等 价 的 : 

XF d < 0， 

(1) 判别 式 为 d 的 二 元 二 次 型 的 类 群 有 指数 1 或 2; 

(2) 判别 式 为 d 的 二 元 二 次 型 类 群 的 每 个 种 均 只 包含 一 个 类 . 

后 一 个 性 质 可 以 用 欧 拉 的 术语 “ 宜 数 ”( 拉 丁 文 numeri idonei, 
英文 convenient number) 来 解释 . 这 种 数 的 定义 如 下 . 

Wn 21, Eln) 表示 具有 下 列 性 质 的 所 有 奇数 q > 1 组 成 
的 集合 : 存在 至 多 一 对 非 负 整数 (x,y), 使 得 g = z? + ny? 并且 
ged(z,ny) = 1. Sit n "| E BR, 是 指 集合 Eln) 中 没有 合成 数 (Bp 
没有 大 于 1 的 非 素 数 ). 

例如 ， 费 马 对 形 如 1? + y? 的 整数 加 以 研究 ,结果 表明 1 是 宜 
数 ， 高 斯 证 明了 : 若 d < 0, 则 ea = 1 或 者 2, 当 且 仅 当 —d HE 
数 ， 欧 拉 给 出 下 列 65 个 宜 数 : 


1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 12, 13, 15, 16, 18, 21, 22, 24, 
25, 28, 30, 33, 37, 40, 42, 45, 48, 57, 58, 60, 70, 72, 78, 85, 
88,93, 102, 105, 112, 120, 130, 133, 165, 168, 177, 190, 


© ”应 为 二 元 二 次 型 的 类 一 一 译 者 注 . 
€ ” 叫 作 二 元 二 次 型 的 类 群 — 译 者 注 . 
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210, 232, 240, 253, 273, 280, 312. 330. 345, 357, 385, 408, 
462, 520, 760, 840, 1320, 1365, 1848 


完全 决定 所 有 宣 数 的 问题 至 今 没 有 解决 .已 经 证 明了 除 上 述 
宜 数 之 外 ， 至 多 还 有 一 个 宜 数 ， 事实 上 ， 人 们 相信 不 再 有 堵 个 例 
外 的 宜 数 ， 即 上 面 的 65 个 宜 数 是 全 部 清单 . 

现在 讨论 下 一 个 问题 ， 对 每 个 固定 h > 1, 决定 ha = hh 的 全 
部 虚 一 次 域 Q(Vd ) 

(1) 高 斯 证 明了 当 d = 一 1, 一 2, 3. —7. 11, —19, 一 43, —67 和 
一 163 Hf, ha = 1. 他 (在 上 述 名 著 第 303 节 中 ) 猜想 ha = 1 的 虚 
二 次 域 只 有 上 述 九 个 ， (准确 地 说 ， 高 斯 并 不 是 研究 虚 二 次 域 ， 
而 是 讨论 判别 式 小 于 0 并 且 只 有 -一 类 的 一 元 二 次 型 . ) 

1934 年 ，Heibronn 和 Linfoot 在 一 篇 经 典 文章 中 证 明了 : 类 数 
为 1 的 虚 二 次 域 至 多 还 有 一 个 . 而 Lehmer(1933) 就 已 经 证 明了 : 
若 类 数 1 的 新 虚 二 次 域 Q(Va ) 存在 ， 必 然 |d| > 5 x 109. Hecgner 
在 1952 年 证 明了 不 存在 这 样 的 d, 但 足 他 的 证 明 中 有 几 步 不 够 清 
楚 ， 甚 至 可 能 是 错 的 . 

Baker 在 1966 年 证 明了 同样 的 结论 ， 他 的 证 明 利 用 了 三 个 对 
数 的 线性 型 的 有 效 下 界 估 计 . 还 可 见 他 1971 年 的 文章 , 几乎 在 同 
时 ，Stark(1967) 对 十 椭圆 模 函 数 采用 Heegner 的 类 似 想法 证 明了 
新 d 值 的 不 存在 性 ， 于 是 便 完 全 决定 了 类 数 ha = 1 的 虚 二 次 域 共 
有 九 个 . 

在 这 之 后 ， Deuring 于 1968 年 完善 了 Heegner 的 证 明 ,， 而 
Stark (1969) 指出 ， Gelfond 和 Linnik 利用 1949 年 所 知道 的 关于 
两 个 对 数 的 线性 型 结果 ， 就 可 以 得 到 同样 的 结论 ， 这 个 证 明 的 技 
术 细节 超出 了 本 书 的 范围. 

(2) Baker(1971) 用 他 关于 对 数 线性 型 下 界 的 方法 ， 证 明了 类 
数 ha = 2 的 虚 二 次 域 也 可 以 有 效 地 决定 , 但 是 他 没有 给 出 判别 式 


ua E y a 


的 明确 上 界 . 在 同一 个 杂志 的 同一 卷 中 ， Stark 计算 了 当 hy = 2 
时 ， |d| < 10199. Montgomery 和 Weinberger 于 1974 年 证 明了 在 
10? < jd] < 107799 Bt, ha 42. 更 早 些 时 候 ， Lehmer 验证 了 
108 < |d| < 102 时 ha # 2. 

将 这 些 努力 合 在 一 起 , EA d <0 Al ha = 20, 一 共有 18 个 
判别 式 d = —5,—6, 10, —13, —15, 22, —35, 一 37, —51, 一 58, —91, 
—115, —123, — 187, —235, —267, —403, —427. 

对 于 eu = 2 的 全 部 d < 0 至 今 仍 未 完全 决定 出 来 ， Wein- 
berger 于 1973 年 对 此 给 出 |d| 的 一 个 有 效 的 上 界 . 

(3) 关于 任意 的 ha 值 ， 高 斯 猜想 ， 对 每 个 n > 1, 均 只 有 有 
限 多 虚 二 次 域 Q(Va ) 使 得 ha = mn， 这 个 猜想 由 Gross 和 Za- 
gier(1983,1986) 所 证 明 , 其 中 利用 Goldfeld(1977) 一 个 突破 性 的 结 
果 ， 是 下 面 更 精确 结果 的 一 个 推论 . 

对 每 个 e > 0, 存在 可 有 效 决定 的 C=C(e) > 0, 使 得 d<0 
时 ， ha C(lgid)!-. 

实 二 次 域 类 数 的 研究 要 困难 得 多 .这 里 只 提 及 高 斯 的 另 一 个 
猜想 : 类 数 nu = 1 的 实 二 次 域 有 无 限 多 个 . 这 个 狂想 若 被 证 明 ， 
将 是 一 个 重大 的 成 果 . 


3.8C ”产生 素数 的 二 次 多 项 式 


为 方便 起 见 ， 我 们 把 一 个 二 次 多 项 式 f(X) = aX? + bX + 
c (ac > 1) 叫 作 是 产生 素数 的 多 项 式 ， 是 指 存在 ! > 2, 使 得 
FOJO £0 — 3) 均 为 素数 ， 本 节 一 开始 已 指出 这 样 的 ! 是 
有 上 和 界 的 .1 的 最 大 值 叫 作 f(z) 的 素数 生成 长 度 . 

我 们 即将 看 到 ， 产 生 素数 的 多 项 式 和 二 次 域 的 类 数 有 奇妙 的 
关系 .这 一 小 节 就 讨论 这 种 关系 .但 是 还 有 一 种 完全 不 同类 型 的 
关系 和 关于 素数 的 元 组 猜想 相 联 系 ， 见 第 四 章 4.4 节 . 
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考虑 多 项 式 fu(X) = X?- X eq, RH q 为 素数 .注意 f (9-1) = 
q?.Rabinowitsch 于 1912 年 证 明了 下 面 两 个 命题 是 等 价 的 : 

(1) fo CX) 的 素数 生成 长 度 为 9 一 

(2) 虚 二 次 域 Q(VI= 4g ) 的 类 数 为 1. 

在 同一 年 ， Frobenius 证 明了 由 (2) 可 推出 (1)， 我 发 现 
Lehmer 1936 年 证 明了 由 (1) 可 推出 (2). 而 后 来 Szekeres(1974) 和 
Ayoub, Chowla (1981) 又 证 明了 由 (2) 可 推出 (1). 这 个 结果 的 详 
细 讨 论 可 见 Cohn 的 书 (1962) 或 者 我 的 文章 (1988). 在 那里 ， 从 
基本 原则 出 发 ， 所 有 的 计算 和 证 明细 节 都 交待 清楚 . 

由 于 类 数 1 的 虚 二 次 域 已 经 完全 决定 ， 从 而 可 给 出 全 部 可 能 
的 4 值 . 事实 上 ， 上 面 列 出 的 九 个 d 值 中 ， 除 了 -1 和 -2 之 外 
均 模 4 同 余 1. 在 其 中 除了 -3 之 外 ， (1 一 4)/4 均 为 素数 TH 
给 出 q = 2,3,5,11,17,41. 所 以 当 且 仅 当 4 为 这 六 个 素数 的 时 候 ， 
AX) 是 素数 生成 长 度 为 9 一 1 的 多 项 式 . 这 就 给 出 下 面 的 一 个 最 
佳 记录 . 


记录 

对 于 形 如 X? +X +a 的 多 项 式 ， 欧 拉 已 给 出 最 好 的 结果 : 
4= 41 是 最 大 的 素数 ， 使 得 X? +X +q EX =0,1, ,9 一 2 处 
的 取 值 均 为 素数 . 


存在 着 许多 二 次 多 项 式 具有 更 大 的 素数 生成 长 度 ， 勒 让 德 证 
明 当 gq = 3,5,11,29 时 ， 多 项 式 2X? + q 的 素数 生成 长 度 为 q( 这 
是 最 大 可 能 ).A.Lévy 在 1914 年 发 现 3X? + 3X 4-23 的 素数 生成 长 
度 为 22, 而 van del Pol 和 Speziali 于 1951 年 提 到 6X? + 6X + 31 
的 素数 生成 长 度 为 29. 这 些 例子 引发 出 一 个 结果 ， 现 在 我 解释 这 
个 结果 . 
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根据 类 数 2 的 三 种 虚 二 次 域 类 型 ， 定 义 
用 (X) = 2X? 十 P， Pp 为 奇 素数 
fu(X)=2X?+2X+ PER P 为 奇 素数 ,p = 1(mod 4) 
fu(X) = pX? + pX + RM. p Hi 4 为 奇 素数 ，p < apg = 
3(mod 4) 

注意 f»), alp- 1)/2) 和 fan ((p + @)/4— 1) 均 为 合成 数 ， 下 
列 结果 足 Louboutin(1991) 给 出 的 ， 还 见 Frobenius(1912) 和 Hardy 
(1974). 

(D hay = 2 4 且 仅 当 有 1(X) 的 素数 生成 长 度 为 p ; 

(ID h-p 2 2 MBAH X) 的 素数 生成 长 度 为 (p — 1)/2 ; 

(III) h-pa = 2 当 且 仅 当 fin X) 的 素数 生成 长 度 为 (p+q)/4 一 1. 
与 hy = 2 的 虚 二 次 域 清单 加 以 比较 ， 对 三 种 情形 得 到 : 

(I) p= 3,5.11,29; 

(II) p = 5, 13,37 ; 

(III) (p,q) = (3.5). (3,17). (3, 41), (3,89), (5, 7). (5. 23), (5, 47), 

(7. 13)(7, 61), (11, 17), (13,31). 

Louboutin 在 1991 年 同一 文章 中 对 于 类 数 为 4 的 虚 二 次 域 给 
出 如 下 的 刻画 Ub pH 4 为 素数 ，2 < <p. 则 

(1) hopa = 4 当量 仅 当 对 所 及 = 0,1,… ,p— 1,2qk? + p Ej 
ARB. 

(2) BE pq = 1(mod 4). W hopg =4 4 HAL (pq + 1)/2 为 素 
数 , REDIT k =0,1,---, (p+q)/2—2,k 7 (p—1)/2,2qk? + 2qk+ 
(p + q)/2 均 为 素数 . 

对 于 类 群 指数 为 2 的 虚 二 次 域 和 一 些 特殊 的 产生 素数 的 多 项 
式 之 间 的 联系 ， Mollin 发 展 了 更 广泛 的 理论 . id 40,1 并 且 是 
无 平方 因子 的 负 整 数 . A 是 对 应 的 基本 判别 式 ， 2 < gi < gz < 
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eae = 了 是 人 的 全 部 素 因子 ，4 = [La XII molti 
PIER m, 定义 多 项 式 


fam(X) = mX? — 4, ; 4m|A 
， mX? -mX + "5-2, 4m4| A. 


a 


(注意 对 后 一 情形 ，4m |m? — A). 记 Bam = []Al/4m]. M TF 
k k 
n= [Lo GEP pi 是 不 同 的 素数 ), 记 v(n) = D ei 又 令 


i-l 


XA fa.m(X)) = max (v(fas(k)) |0 < k < Bam — 1] 


Mollin 证 明了 ( 见 他 1996 年 的 书 或 1997 年 的 综述 文章 ) : 设 A < 
—A 并 利用 上 述 记 号 ， 则 下 列 三 个 命题 是 等 价 的 . 

(1) ea < 2. 

(2) ha = 2%, HHX q 的 每 个 正 因子 m Qf As (X) +u(m) — 
1=N. 

(3) ha = 2%, 并 且 存 在 q 的 正 因子 m, 使 得 Q(fas (X) + 
v(m)—-1- N. 

取 m= gq, 可知 对 于 太 = 0,1,… Baq lfas(k) 均 是 素数 ， 
不 难 验证 ， 上 述 Rabinowitsch 和 Louboutin 的 早期 结果 均 为 它 的 
特殊 情形 . . 

1986 4E, Sasaki 证 明了 : hy — 2 当 且 仅 当 OQ(far(X)) = 2. 
这 个 结果 也 可 由 Mollin 1996 年 的 那个 定理 推出 . 

容易 看 出 , 前面 提 到 的 奢 些 多 项 式 产生 素数 的 结果 均 可 由 Mollin 
的 定理 推出 : d = -2 x 29, A = -8 x 29,N = 1; -d WX, F 
是 ea < 2,m = 2,v(m) = 1, Bam = 29, fa, = 2X? + 29, 从 而 
Q(2X? +29) = 1. 所 以 当天 = 0,1,… ,28 时 ， fam 均 为 素数 . 

希望 你 能 用 同样 的 方法 解释 多 项 式 3X? 十 3X 十 23 Al 6X? + 
6X +31 产生 素数 的 性 状 . 


"bl 


到 此 为 止 ， 我 只 谈 到 负 判 别 式 情形 ， 但 是 对 于 正 判别 式 的 多 
项 式 也 有 类 似 的 理论 ， 可见 Louboutin(1990), Mollin(1996,1996a) 
和 Sasaki(1986a) 的 文章 . 还 有 些 产 生 素数 的 二 次 多 项 式 没有 根据 
任何 理论 ， 而 是 通过 计算 机 寻找 的 . 


记录 

R.Ruby 于 1990 年 发 现 ,二 次 多 项 式 f(X) = 36X2 — 810X + 
2753 对 于 有 = 0,1,… ,44,|f(k)| 均 为 素数 ， 这 是 目前 素数 生成 长 
度 最 大 的 二 次 多 项 式 . 

多 项 式 103X2 — 3945X + 34381 和 47X? — 1701X + 10181 的 
素数 生成 长 度 均 为 43, 是 由 R.Ruby 和 G.Fung 分 别 发 现 的 . 

关于 高 次 多 项 式 ， Dress 和 Landreau(2003) RH f(X) = 
66X? + 83X? 一 13735X + 30139 对 十 连续 46 个 k f (-26 ~ 
19), /Re)| 均 为 素数 . 而 f(X) = 16X4+28X3 一 1685X2 一 23807X 十 
110647 对 于 从 - 23 到 22 B k 1, |f (k)] 均 为 素数 . 

如 果 多 项 式 FOX) 的 系数 可 为 有 理 数 ， 但 是 f(k) 永远 为 整 
数 ， 则 记录 为 


345 


TN m 
TX 


= lx5 phys 
f(X)- 3X «5X 


对 于 从 -27 到 29 8] k f, F(A) ORA. 这 个 记录 也 是 Dress 
和 Landreau 在 预 印 本 中 给 出 的 ， 很 难 打破 这 个 记录 . 


3.3D ”素数 值 和 素 因 子 的 比赛 


素数 值 的 比赛 
下 面 一 个 研究 课题 引起 许多 数学 爱好 者 的 兴趣 . 设 (X) 是 
不 为 常数 的 整 系 数 多 项 式 ，N >1. 令 


— X? + 17500X + 70123 


Too = #{n |0 <n < NN,|f(n)| 为 素数 } 
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这 里 我 们 不 要 求 |f(n)| 的 素数 值 是 不 同 的 . 

给 了 N( 通 常 很 大 ) 和 d > 1, 我 们 的 问题 是 ， 决 定 d 次 多 项 
R A(X), E mioo UN) 达到 最 大 值 这 个 问题 也 可 限制 /(X) 是 首 
1( 即 最 高 次 项 系数 为 1) 多项式, 或 者 是 某 种 特殊 类 型 的 首 1 多 项 
R. 

下 面 是 一 些 颇 有 争议 的 记录 


记录 

(1) 数学 家 S.M.Williams( 在 1993 年 10 月 的 信 中 ) 指出 : 对 于 
N = 1000, 二 次 多 项 式 f(X) = 2X? — 1584X + 98621 给 出 素数 的 
最 多 个 数 ， 即 (x)(1000) = 706. 在 此 之 前 的 记录 也 是 Williams 
给 出 的 ， 对 于 


fi(X) = 2X? — 1904X + 42403 
fo( X) = 2X? — 1800X — 5749 
分 别 有 02. cx) (1000) = 693 和 7. (5, (1000) = 686. 
(2) 对 于 N = 1000 和 二 次 首 1 多 项 式 情形 ， 目 前 的 冠军 为 
g(X) = (X — 499)? + (X — 499) + 27941 
对 此 有 02, (1000) = 669, 这 是 由 N.Boston 发 现 的 (私人 通信 ). 
对 于 h(X) = X? + X 427941, 则 在 集合 {h(k) | 0 < k < 1000) 
当中 有 600 个 不 同 的 素数 , 这 也 可 能 是 一 个 记录 . 但 这 是 对 于 规则 
稍 有 变动 的 比赛 ， 即 考虑 二 次 多 项 式 不 同 的 素数 取 值 个 数 ON. 仍 
取 为 1000). 


1973 年 ，Karst 对 于 多 项 式 f(X) = 2X? — 199 得 到 597 个 素 
数 取 值 ， 另 一 方面 ， 欧 拉 的 多 项 式 f(X) = X? X 4 41 给 出 582 
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个 素数 取 值 ， 对 于 这 两 个 著名 的 多 项 式 ， 比 赛 扩 大 到 更 大 的 上 界 
N. 喜欢 计算 的 S.S.Gupta 在 1998 年 12 月 告诉 我 下 面 的 结果 : 


73x: 199 (107) = 2381779 
Tis. xa44)1(107) = 2208197 ' 


我 在 第 六 章 6.4 节 对 于 多 项 式 F(X) = X? - X cA 还 要 考虑 
这 个 问题 ， 它 和 Hardy-Littlewood 的 一 个 猜想 有 关 . 
78 岁 的 M.L.Greenwood 不 用 计算 机 发 现 多 项 式 


hi(X) = -AX? + 381X 一 8524 
ho(X) = —2X? + 185X — 31819 


4 k=0,1,---,99 时 取 值 有 50 个 偶数 和 48 个 不 同 的 奇 素数 ， 业 
余 爱 好 者 Greenwood 和 Boston 教授 一 起 ， 在 1995 年 利用 计算 机 
计算 了 多 项 式 f(X) = 41X? —4641X +88007. 对 于 及 = 0,1,.… ,99 
共 取 90 个 不 同 的 素数 值 f(k). 

现在 谈 高 次 多 项 式 ， 对 于 三 次 多 项 式 ， 取 N = 500( 对 比 于 
Indianapolis 的 500 英里 赛车 ),Goetgheluck (1989) ff 了 研究 , 获胜 
者 为 i 

F(X) = 2X? — 489 X? + 39847 X — 1084553 


Xf k < 500 它 取 267 个 素数 值 .在 这 个 比赛 中 ， 多 项 式 的 最 高 项 

系数 为 1 或 者 2， 并 且 对 于 其 他 系数 的 大 小 加 上 了 其 他 限制 . 
今后 在 第 六 章 6.3 节 , 我 还 要 考虑 相反 方向 的 问题 , 即 当 自 变 

其 从 0,1,2,.… 到 某 个 大 数 N at, 多项式 取 值 为 合成 数 的 情况 


最 小 素 因 子 的 比赛 
对 于 每 个 非 零 整数 m, 以 Polm] 表示 m 的 最 小 素 因子 .如 果 
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f(X) = aX? c bX +c ERRET, a2 1.020. 4 
Po[f(X)] = min{ Po[f(k)] | k = 0,1,2,- } 

又 对 N >1,4 

qn = min{Po[f(k)] | k = 0,1,2, N} 


由 十 qi > qz 之 .… 可 知 存在 N 使 得 gy < N. 这 时 Polf(X 
这 给 出 计算 Po[f(X)] 的 容易 方式 . 

关于 Polf(X)] = qn 的 证 明 : AE p 为 素数 ，p < gn, 并 且 对 
某 个 M >N 使 得 p| f(M), 则 M=dp+mno<sr<p<dqx<N. 
th /(M) = f(r)(mod p) FA p| f(r). FÆ p > an, HERA JR. 

WES fa(X) = X* - Xe A(AZ 1). 已 经 证 明了 : 对 每 个 
素数 q, 均 存在 4 < g, 使 得 Po[fa(X)] = 4. 比赛 的 是 求 Polfa) 
的 最 大 值 ， 我 们 有 Po[fai(QX)] = 41. 


记录 
若 假定 4 为 素数 ， 并 量 求 对 给 定 q, 求 满足 Po[fa(X)] = a 的 
最 小 素数 A, 则 有 
Po[X? + X 十 33239521957671707] = 257 
这 是 P.Carmody 于 2001 年 发 现 的 . 在 这 之 前 ，L.Rodriguez Torres 
分 别 于 1996 和 1995 年 给 出 记录 
Po[X? + X + 67374467] = 107 
Po[X? + X + 32188691] = 71 
# 4 为 素数 但 不 必要 求 是 最 小 ， 则 M. J. Jacobson 和 H. C. 
Williams 在 2002 年 用 一 种 特殊 的 电子 得 法 ( 见 他 们 2003 年 文章 ) 
得 到 目前 最 大 的 Polfa(X)] : 
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对 于 57 位 的 


4 = 60506929108380240742228178581616647662428778694658750 
7887 


他 们 发 现 Po[fa(X)] = 373. 
若 不 要 求 4 为 素数 ， 他 们 对 于 68 位 的 


A = 473921325459343683034392483938729326577582359834725843 
57825592740917 


( 它 是 6 个 素数 的 乘积 ) 给 出 Polfa(X)] = 401. 而 在 这 之 前 的 记录 
是 Patterson 和 Williams(1995) 通过 长 时 间 计 算 给 出 的 


Po[X? + X + 2457080965043150051] = 281 


3.4 满足 条 件 (c) 的 函数 


让 我 们 回忆 一 下 : 条 件 (o) 是 要 求 函 数 的 全 部 正 值 构成 的 集 
合 恰好 为 全 部 素数 组 成 的 集合 . 令 人 惊奇 的 是 ， 这 是 可 能 的 ， 并 
且 它 是 作为 希 尔 伯 特 第 十 问题 的 副产品 被 发 现 的 思想 来源 于 逻 
辑 ， 而 结果 是 超常 的 ， 即 使 到 现在 它们 也 没有 找到 直接 的 实际 应 
Al. 

我 不 打算 介绍 其 技术 细节 ， 因 为 这 些 细节 离 素数 理论 太 远 . 
所 以 我 更 多 地 依赖 直觉 和 读者 的 善 解 .请 不 要 过 于 追究 我 所 写 的 
东西 ! 若 想 深究 下 面 的 结果 ,建议 读者 去 看 Davis(1973) 精彩 的 文 
章 . 

希 尔 伯 特 第 十 问题 是 关于 不 定 方程 P(X1,… , Xn) = 0 整数 
Bt (Z1,… ,zn) 的 问题 ， 其 中 P 是 任意 多 变量 的 整 系数 多 项 式 . 
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更 确切 地 说 : 是 否 存在 一 个 算法 ， 它 可 对 任意 不 定 方程 都 能 告诉 
你 是 否 有 整数 解 . 

一 个 算法 应 当 是 一 个 确定 性 的 程序 ， 它 可 以 用 计算 机 程序 来 
实现 ， 经 过 有 限 步 连续 运算 之 后 ， 可 回答 “是 ”或 者 “ 否 "， 这 类 
操作 被 数学 家 认为 是 合法 的 . 

在 研究 一 些 正 整数 组 (z1,… ,zn) 构成 的 集合 S 时 , 有 以 下 的 
一 个 中 心 概念 : S 叫 作 丢 番 图 集合 , 是 指 存在 一 个 以 X1,… Xn 
Yi. Ym (m > 0) 为 变量 的 整 系数 多 项 式 P, 使 得 (7z1,… ,zn) € 
S 当 且 仅 当 存在 正 整数 y, Ym 使 得 


Plt ,Tn Yl, iia) =0 
首先 给 出 一 个 平凡 的 例子 ， 每 个 正 整数 n 元 组 的 有 限 集合 是 


丢 番 图 集合 .因为 设 S 由 (a, ,a 四 ) (1 ci ck) AM (k> 1), 
^YPü«icki«j«n) 是 不 同 的 变量 ， 令 
k 
P= II [Ca 一 0)2 十 … 十 (Cr 一 Yo)3] 
i=1 
3480 Y (2 Jy af? 时 QEBER 6j). RE (z1,… ,zn) € 5 当 且 仅 当 
P(zi,-: za a(9,..- ,a),--- a(P,... , (9) =0 
另 一 个 例子 : US 为 所 有 正 的 合成 数 构成 的 集合 ， 它 也 是 丢 
BARS. AW > 是 正 的 合成 数 当 上 且 仅 当 存在 正 整数 yz 使 得 
(x,y,z) AX - (Y 十 1)(Z +1) =0 的 解 . 
下 列 事实 是 Putnam 于 1960 年 给 出 的 ， 证 明 并 不 困难 . 
-个 正 整 数 集合 S 是 丢 番 图 集合 ， 当 上 且 仅 当 存在 一 个 整 系数 
多 项 式 Q( 变 量 个 数 m > 1), 使 得 


$-(Q(ni.-,24)21|2)1, ,Tm 21) 
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这 个 理论 的 下 一 步 是 要 证 明 素数 集合 为 丢 番 图 集合 ， 为 此 ， 
需要 从 和 技 番 图 集合 理论 的 角度 来 考察 素数 的 定义 . 

正 整数 > 是 一 个 素数 ， 当 且 仅 当 z > 1 并 且 对 任意 正 整数 y 
Hz Wy <a,z<a, PA yz < z, yz > z,y=1,z = 1 KFS 
间 至 少 有 一 个 成 立 . TERR ERE, HF y< zr, z <e, 可 
Ay Al z 只 考虑 有 限 多 个 可 能 . 

lis e MP ipe 正 整数 z HRM, “AM 
“a> 1, 并且 gcd((z — 1) 2) = 1. 后 一 个 条 件 可 重 述 为 ;存在 止 
TEX a RI b, (ETE alx — 1)! — ba = 1. dein sk b ARR, uf 
取 充 分 大 的 整数 I, WU] a^ = a+ k's > 0,0) — b+ k(x — 1)! » 0, 15 
fj a'(r 1! -br-1. 

利用 上 面 对 于 素数 的 任 一 种 刻画 方式 ， 由 Putnam, Davis, J. 
Robinson 和 Matijasevic 发 展 的 理论 可 得 到 下 面 重要 的 结果 : 

素数 是 丢 番 图 集合 . 

这 些 结果 合 在 一 起 ， 就 给 出 下 面 令 人 惊讶 的 结果 : 

存在 一 个 整 系 数 多 项 式 ， 使 得 当 所 有 变量 过 全 部 非 负 整 数 的 
时 候 ， 该 多 项 式 的 正 值 集 合 恰好 是 全 部 素数 组 成 的 集合 . 

注意 此 多 项 式 也 会 取 负 值 ， 并 且 某 个 素数 作为 多 项 式 取 值 也 
可 能 重复 出 现 . 

1971 4, Matijasevie 给 出 一 个 代数 关系 集合 , 并 由 此 得 出 : 
存在 (但 没有 明确 给 出 ) 一 个 37 次 和 24 个 变 其 的 多 项 式 满足 上 述 
要 求 ， 在 他 的 文章 的 英 译本 中 ， 结 果 改 进 成 21 次 和 21 个 变 基 的 
多 项 式 . 

1976 年 ， Jones,Sato,Wada 和 Wiens 给 出 具有 此 性 质 的 一 个 
25 次 和 26 变量 a,b,- ,z 的 多 项 式 


(k +2){1 — [wz +h +j — a — ((gk - 29 + k + 1) (h + j) +h — z}? 
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— [Bn +p +q + z- e — [16(k + 1)? (k - 2)(n - 1? +1- f°)? 
- [£&(e + 2)(a - 1? +1- °? — [(a? — 1)? + 1 — x°}? 

— [162y* (à? — 1) +1 ~ uw}? — [((a +u? (u? — a))? — 1)(n + 4dy)? 
+1- (z+ cu)? - [n+l +v- y}? 

- [(@ — 1)? +1 - m?? - fai +k +1- 1- i}? 

— [p + l(a — n — 1) + b(2an + 2a — n? — 2n — 2) - m]? 


— [q + yla — p — 1) + s(2ap + 2a — p? — 2p - 2) - 1]? 


- [z + pl(a — p) + t(2ap — p° — 1) - pm]? 


人 们 显然 试图 降低 变 基 个 数 n 或 者 次 数 d, 或 者 同时 降低 两 
者 . 但 这 是 要 花 代价 的 . 如 果 降 低 变 基数 n, 则 次 数 d 便 增 大 . 反 
之 ， 若 次 数 d 变 小 ， 则 n 必须 增 大 . 

可 以 从 表示 素数 多 项 式 的 表 3.1 中 看 到 这 些 现象 . 


表 3.1 表示 全 部 素数 的 多 项 式 


n= RU d = 次 数 作者 时 间 注 记 
24 37 Matijasevic 1971 未 明显 写 出 
-21 21 同上 1971 
26 25 Jones, Sato 1976 第 一 次 明显 
Wata & Wiens 写 出 多 项 式 
42 5 同上 1976 次 数 最 小 ， 
ARABS 
12 13679 Matijasevié 1976 
10 14 1.6 x 104° 同上 1977 变量 数 最 少 ， 
未 明显 写 出 


目前 不 知道 这 种 多 项 式 的 最 小 可 能 的 变 其 个 数 是 多 少 (肯定 
不 能 为 2). 但 是 Jones 证 明了 这 个 最 小 值 不 超过 5. 
研究 素数 集合 的 这 种 方法 同样 可 用 于 其 他 丢 番 图 集合 ， 所 需 
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要 的 只 是 以 适当 的 观点 来 描述 该 集合 的 定义 中 那些 算术 性 质 . 
Jones 对 此 作 了 许多 事情 .他 在 1975 年 的 一 篇 文章 中 证 明了 
斐 波 那 契 数 集合 是 二 元 5 次 多 项 式 


2zy* + z2y? — 235? — y? — zty + 2y 
在 非 负 整数 处 的 全 部 正 值 集合 ， 1979 年 他 证 明了 : Mersenne X 
数 集 、 偶 完全 数 集 、 费 马 素数 集 , 都 可 用 同样 的 方法 给 出 对 应 的 7 


元 多 项 式 ,但 是 次 数 比 较 大 .他 还 写 出 对 应 于 上 述 诸 集 合 的 更 多 
低 次 多 项 式 ， 但 是 变量 要 多 ( 见 表 3.2). 


表 3.2 ”给 出 各 种 数 集合 的 多 项 式 


EXE 
Mersenne Xf it 


侦 完全 数 集 


费 马 素数 集 


利用 Skolem 的 方法 ( 见 他 1938 年 的 书 ), 后 三 个 集合 的 多 项 
式 的 次 数 可 减 到 5, 但 是 变 基 个 数 要 增 至 20 左右 . 
对 于 Mersenne 素数 集合 ， 对 应 下 面 的 13 元 26 次 多 项 式 
n{1 — [4b + 3 — n? — b([2 + hn? — a}? 
+ (n3d3(nd + 2)(h + 1)? +1 — m??? 


+ [db + d + chn? + g(4a — 5) — kn]? 


+ [(a? — 1) + 1 — k?n?]? + [4(a? — 1)2c* +1 — f?? 


+ (en +f)? — ((a + f7(f? — 3)? — 1)(b + 1 + 25c)? — 1) 
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对 于 偶 完全 数 集 合 ， 对 应 下 面 的 13 元 27 次 多 项 式 


(2b + 2)n(1 — [4b + 3 — n}? — b([2 + hn? — a}? 
+ [nd (nd + 2)(h + 1? +1- m??? 
+ [db + d+ chn? + g(4a — 5) — kn]? 
+ [(a? — 1)? +1- kr? + [4(a? — 1)? N f??? 
+ [(kn +1f)? — ((a+ f*(? — a)? — 1)(b + 1 + 2jc)? — 1]°)} 
对 于 费 马 素 数 集合 ， 对 应 下 面 的 14 元 25 次 多 项 式 
(6g + 5)(1 — [bh + (a — 12)c + n(24a — 145) - d}? 
— [16b? n? (bh + 1)(a + 3? +1 — m? 
— (3g + 2 — b? — (26e + e — bh — 1]? — [k + b — c? 
- [(a? — 1) +1 — d?? — (4(a? - 1)2c* - 1— f? 
= [(d 1f? — (a+ f*(f? — a)? — 1)(6 + 2jo)* — 1p) 
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第 四 章 。 素数 是 如 何 分 布 的 ? 


我 曾经 强调 过 ,关于 “素数 有 无 穷 多 个 ” 有 许多 证 明 . 但 是 这 
些 证 明 都 是 非 构造 性 的 ， 没 有 指出 如 何 决 定 第 n 个 素数 . 这 也 相 
当 于 说 , 这 些 证 明 没有 告诉 我 们 , 不 超过 任 一 给 定数 N 的 素数 有 
多 少 个 .所 以 没有 一 个 适宜 的 公式 或 者 函数 来 表示 全 体 素数 . 

但 是 , 我 们 可 以 用 相当 好 的 准确 度 来 预测 NN 以 内 素数 的 个 数 
(特别 当 NN 很 大 的 时 候 ). 另 一 方面 ， 素 数 在 一 些 短 区 间 内 的 分 布 
是 相当 没有 规律 的 . 这 种 既 “ 随 机 ”又 “可 预测 ” 相 组 合 便 使 得 素 
数 的 分 布 既 是 有 序 的 排列 ， 同 时 又 有 意外 的 现象 .Schroeder 在 
他 精彩 的 书 《 科 学 和 通信 中 的 数论 》 (1984) 一 书 中， 把 这 种 现象 
称 作 是 艺术 作品 的 基本 要 素 . 许多 数学 家 都 认为 素数 分 布 问题 具 
有 极 大 的 美学 动力 . 

在 第 三 章 中 ， 对 每 个 实数 zx > 0, 以 r(z) 表示 不 超过 z HH 
数 个 数 ， 叫 作 素数 计算 函数 | 

我 们 要 考虑 以 下 捉 情 : 

(1) r(z) 的 性 质 : 增长 情况 ， 函数 的 数 基 级， 与 其 他 已 知 函 数 
加 以 比较 . 

(2) 关于 第 ”个 素数 : 相 邻 素数 之 差 能 有 多 小 , 能 有 多 大 ， 怎 
样 地 没有 规律 ， 其 中 包括 相 邻 素数 的 最 大 间 除 ， 从 而 产生 以 下 的 
- 些 未 解 问题 . 

(3) 挛 生 素数 问题 ， 如 何 刻画 它们 ， 它 们 的 分 布 . 

(4) k- 素数 组 问题 . 

(5) 算术 级 数 中 的 素数 . 
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(6) 哥 德 巴 赫 苦 名 猜想 . 
(7) UHRA Carmichael 数 的 分 布 . 
现在 我 讨论 这 些 问 题 . 


4.1 函数 (2) 


研究 函数 r(z) 或 者 与 素数 分 布 有 关 的 其 他 问题 , HOS 
是 与 一 些 经 典 并 且 可 计算 的 函数 加 以 比较 ， 使 得 这 些 函 数 的 取 值 
与 n(x) 尽 可 能 接近 问题 当然 不 是 那么 简单 ， 误 差 总 足 存在 的 . 

所 以 对 每 个 交 近 函数 ,需要 估计 相差 函数 ( 即 误差 项 ) 的 数 基 级 . 
” 自然 地 引入 以 下 一 些 记号 . 

设 f(z),h(z) 为 定义 于 xz > zo > 0 中 取 值 正 实数 的 连续 函 
Be. is f(x) ~ h(z) 表示 lim f(z)/h(z) = 1. 这 时 称 f(x) 和 
Atz) 渐 近 地 相 等 C4 xz 趋 于 无 穷 时 ) 注意 它们 的 差 也 可 能 趋 上 无 
5j. 

在 上 述 假设 之 下 ， 如 果 存 在 常数 C 和 C.O-C«ccC 和 
zo, 21,21 > To, 使 得 对 所 有 x > ri WAC < f(r)/h(z) < C, 则 
称 f(x) 和 h(x) 有 相同 的 数量 级 . 

Ti f(x), g(x), h(x) 都 是 z > xo > 0 中 的 实 值 连续 函数 ， 并 且 
"pz > ao Bp h(x) > 0. 记号 


f(x) = g(x) + O(h(x)) 
表示 存在 常数 C > 0 和 zi > zo, WE x > r 时 | f(x) - g(2)| € 
Ch(x) RL. 当 f(x) 用 g(z) 代替 时 , 这 是 表示 误差 大 小 的 有 益 记 
号 ， 类 似 地 ， 记 号 

f(x) = g(x) + o(h(z)) 
表示 lim [f(z) — g(a)]/A(z) = 0. BRB, RA'I h(x) 相 比较 
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可 以 忽略 不 计 . 
41A ”历史 的 展现 


一 个 适宜 的 方式 是 以 历史 的 顺序 来 描述 在 素数 定理 的 研究 中 所 
积累 的 关于 素数 分 布 的 各 种 发 现 . Landau 在 他 著名 的 著作 《素数 
分 布 讲义 》 (Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen) 
中 讲述 素数 分 布 经 典 工 作 时 就 是 这 样 做 的 . 在 Landau 之 前 ，Torelli 
(1901) 用 意大利 文 写 的 长 篇 文章 ， 也 是 以 历史 为 线索 讲述 素数 . 


欧 拉 
我 首先 给 出 欧 拉 的 一 个 结果 这 个 结果 说 :素数 不 仅 有 无 穷 
多 个 ， 而 且 “ 素 数 不 像 平方 数 那样 稀 朴 "， (马上 就 要 讲 它 的 确切 
EUR.) = 
欧 拉 注 意 到 级 数 二 n-” 对 于 每 个 实数 o > 1 都 是 收敛 的 . 
事实 上 对 每 个 co > 1, 它 在 半 直 线 co < 2 < co 上 是 一 致 收敛 
的 ， 所 以 对 1< o< oo 它 定义 了 一 个 连续 可 微 函数 C(o). 进而 ， 
Jim Clo) — 1, lim (o 一 1)6(0) = 1. 函数 C(o) 叫 作 zeta BR. 
zeta 函数 和 素数 之 间 的 联系 就 是 下 面 的 欧 拉 乘 积 公 式 ， 它 相 
当 于 整数 表示 成 素数 乘积 的 唯一 分 解 性 
el 1 
b | epee (c » 1) 
n=1 p p" 
特别 地 ， 当 > 工时 Clo) Z0. 
欧 拉 由 此 证 明了 素数 有 无 穷 多 个 ( 见 第 一 章 ). 用 同样 的 思想 
欧 拉 于 1737 年 证 明了 
素数 倒数 之 和 是 发 散 的 : Y 1/p) = 00. 
P, 
证 明 设 NN 为 任意 自然 数 ， 每 个 整数 n < N 均 唯 一 表示 成 
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RE p HERRE, Hp < n < N. 而 对 每 个 素数 p 


k=0 1-- 
p 
于 是 
N æ 
1 ( 1 1 
ee 
nai pEN kzo P SON 
p 
但 是 
1 1 
lg T=- (1-2) 
pen 17 p PEN P 
而 对 每 个 素数 p 
M m 
1 1 1 
«(Bae ED 
1,1 1 Pomi 
p pP 1-3} p pp-1) 
uiu. d 
p (p-1)? 
因此 
N 
1 1 1 1 
lg$ 5 - «lg 7< -+ 5 
aci" penl p pen P yen 0-1 
x1» 
6p aci 


Wis Y: (1/n) RC. HIT: N 可 以 为 任意 大 而 调和 级 数 是 
发 散 的 ， 所 以 ls È 1/n = oo, 从 而 级 数 S/n) 发散. n 
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我 已 经 说 过 级 数 > (1/07) 是 收敛 的 ， 所 以 我 们 可 以 粗略 地 
说 ， HORRY TRIBE BE. 
欧 拉 最 漂亮 的 发 现 之 一 是 算出 了 


E 


AREAS k > 1 欧 拉 也 计算 出 È qe 从 而 解决 了 一 个 相当 


n=1 


困难 的 问题 . 为 此 他 利用 了 伯 努 利 数 ， 定 义 为 


1 1 
Bo = 1, Bi-2-5 By = ea 


而 一 般 的 Dy. 用 下 面 关系 递归 地 得 出 


(s (1)8 (Fi) Bo =0 


这 些 数 部 是 有 理 数 .容易 看 出 对 每 个 上 > Bory = 0. 这 些 数 足 
DELI SEIS 


利用 Stirling 公式 


可 以 证 明 


所 以 上 面 的 级 数 在 |z| < 22 时 收敛 . 
欧 拉 用 伯 努 利 数 表达 和 式 


> 关 = 5:(n) (21) 
j=1 


: 166 - 


1 kal kl 2 
so = be ( i Jaxa ( 2 ex? 


k+1 
e (Pal 


大 约 同一 时 间 ， 日 本 人 Seki 也 得 到 类 似 的 表达 式 . 
XT CQk) 的 欧 拉 公式 为 


特别 地 
" Sa T x 
(=) -v (已 经 提 到 过 ) 
n=1 
Bo 2 
(4-3 3-5 
nzl 


欧 拉 还 考虑 如 下 定义 的 伯 努 利多 项 式 


k k i 
B(X) = 2 (sa (k > 0) 
这 些 多 项 式 可 以 用 来 重新 写 出 Sk(X) 的 表达 式 ， 但 是 最 重要 的 应 
用 是 将 通常 的 阿 贝 尔 求 和 公式 极 大 地 推广 为 下 面 著名 的 欧 拉 - 麦 
克 劳 林 求 和 公式 . 
如 果 f(x) 是 无 限 次 连续 可 微 函 数 ，a 和 5 均 为 整数 ，a < b, 
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则 对 每 个 > 1 
b b k B 
E ft) - f ra e 3 ar SM - ea); 
a r=1 7 


n=a+l 
«CH. f mac Ot 


k 


(我 们 已 经 解释 过 ， [0 表示 t 的 整数 部 分 ). 

建议 读者 去 看 Ayoub 的 文章 “ 欧 拉 和 zeta 函数 ” (Euler and 
the zeta function 1974). 在 这 篇 文章 中 介绍 了 关于 C(s) 的 许多 想 
像 中 的 关系 式 和 欧 拉 的 许多 发 现 ， 其 中 有 些 事情 是 完全 被 证 明了 
的 ， 另 一 些 关系 只 是 很 好 玩 . 这 些 结果 均 先 于 黎 曼 的 工作 . 


勒 让 德 
勒 让 德 (1808) 第 一 个 尝试 对 函数 r(z) 认真 地 加 以 研究 ， 他 
用 Eratosthenes 得 法 证 明了 


sv) = (VW) - 1e Yu [^] 


其 中 求 和 d 过 所 有 正 整数 ， 并 且 d 的 素 因 子 均 不 超过 VN, 而 
Mobius 函数 u(n) 已 在 第 三 章 3.1 节 给 出 定义 . 

作为 这 个 公式 的 一 个 推论 ， 勒 让 德 证 明了 Jim_(r(z)/z) = 0, 
但 这 是 一 个 相当 弱 的 结果 .通过 计算 实验 ， 勒 让 德 于 1798 年 (后 
来 又 在 1808 年 ) 猜想 


T 


fg Iga — A(x) 


其 中 lim A(x) = 1.08366---. 四 十 年 后 切 比 雪夫 ( 见 后 面 ) 证 明 
T: # dim Alz) 存在 ， 它 必须 等 于 1.Pintz(1980) 给 出 一 个 简单 
的 证 明 . 
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高 斯 

高 斯 15 岁 的 时 候 (1792 年 ) 猜想 : n (c) 和 函数 
z dt 

2 lgt 


渐 近 地 相等 ， 由 于 Liz) ~ z/lgz, 所 以 这 相当 于 


Li(x) = 


n(x) ~ ic 


这 也 曾 由 勒 让 德 不 十 分 明确 地 猜想 过 .这 个 猜想 后 来 被 肯定 ， 就 
是 现在 熟知 的 素数 定理 ， 我 马上 就 会 讲 到 它 . 

n(x) 用 z/lgz 作为 近似 在 理论 上 比较 好 ， 但 是 正如 表 4.1 所 
显示 的 ， 采 用 对 数 积分 逼近 程度 要 好 得 多 . 


表 4.1 "(Zz) 的 值 并 与 zx/ Ig z, Li(z), R(z) 比 较 


Ce 
"m x(x) (z/lgz) — n(z) Li(z) — n(x) R(z) ~ v(x) 


108 5761455 一 332774 754 97 
109 50847534 —2592592 1701 -T9 
1010 455052511 —20758030 3104 一 1828 
1011 4118054813 ~ 169923160 11588 -2318 
1012 37607912018 —1416705193 38263 一 1476 
1013 346065536839 —11992858452 108971 一 5773 
1014 3204941750802 一 102838308636 314890 一 19200 
1015 29844570422669 —891604962453 1052619 73218 
1016 279238341033925 — 7804289844393 3214632 327052 
1017 2623557157654233 —68883734693929 7956589 —598255 
1018 24739954287740860 —612483070893537 21949555 — 3501366 
1019 234057667276344607 —5481624169369961 99877775 23884333 
1020 2220819602560918840 —49347193044659702 222744643 —4891825 
102! 21127269486018731928 —446579871578168707 597394254 = 86432204 


Wt SS X(Tschebycheff) 

关于 r(z) 的 数 基 级 的 重大 进展 是 由 切 比 雪夫 于 1850 年 给 出 
的 . 他 利用 初等 方法 证 明了 : 对 每 个 > 0 都 存在 zo > 0, 使 得 当 
x > zo 时 


a ea AE 
(C Sus CO MEET 
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其 中 


1/231/351/5 
Qc Im -0.92129..., C= SC = 1.10555... 
进而 ， 切 比 雪夫 证 明了 : FRR 
"(7) 
r/lgr 


存在 (4 x — oo BD), 它 一 定 为 1. 他 还 推导 出 勒 让 德 关 于 r(z) 的 
近似 值 推断 中 的 1.08366 应 当 为 1( 见 Landau 的 书 ， 第 17 9i). 

切 比 雪夫 还 证 明了 Bertrand 猜测 : 对 于 任何 自然 数 n > 2, 在 
n uy 2n 之 间 至 少 有 一 个 素数 . Be asl a (x) 的 主要 性 质 时 

会 讨论 这 个 结论 . 

切 比 雪夫 研究 函数 bg(z) = P lgp, SUE c un PED) He Ae K 


数 ， 它 基本 上 给 出 和 r(z) 同样 的 信息 , 但 是 比较 容易 研究 . 

切 比 雪夫 已 经 十 分 接近 十 证 明 高 斯 所 猜想 的 素数 定理 ， 但 还 
需 等 了 大 约 五 十 年 ,在 19 世纪 末期 才 被 证 明 . 在 这 段 时 期 黎 曼 贡 
献 了 重要 的 新 思想 . 


3% (Riemann) 
黎 曼 的 思想 是 把 zeta 函数 定义 在 实数 部 分 大 于 1 的 复数 s 
d, 即 


oc 
=) m 


n=1 
对 每 个 Re(s) > 1 的 复数 s, 欧 拉 乘积 公式 仍旧 成 立 ， 利用 欧 拉 - 
麦克 劳 林 求 和 公式 ，《(s) 可 以 表达 成 


Cs) = 


X -(s+r—2) 
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de 
nn 


= sts 十 上 (ss 十 大 uf Bitr — |r]) 


HP k > LEGIS B.A AR, 请 不 要 把 它 和 Bk(z 一 [z]) 
RA, ARAB A SUR B(X) CE x — [e] 处 的 取 值 . 

积分 在 Re(s) > 1 一 上 时 收敛 . 由 于 大 可 取 任 何 自然 数 ， 用 这 
个 公式 可 把 C(s) 解析 开拓 到 整个 复 平面 上 .C(s) 在 s = 1 有 单 极 
点 并 且 留 数 为 1, 即 


lim(s —1)¢(s) 2 1 


TE s = 1 之 外 5(s) 是 解析 的 . 

1859 年 黎 曼 建立 了 zeta 函数 的 函数 方程 , 由 于 这 个 方程 中 有 
WME D(s), 我 先 定义 Ts). 对 于 Re(s) > 0, 伽 玛 函数 可 方便 
地 定义 成 欧 拉 积 分 


ro)= f e "u^ du 
0 


对 任何 复数 s. npo XU 


其 中 y 为 欧 拉 常数 
y= lim (145 ++ +4-1gn) = 0.577215665 - -- 
1 一 cc 2 n 


欧 拉 常数 (意大利 人 也 称 为 Mascheroni 常数 ) 通过 下 面 的 
Mertens 公式 与 欧 拉 乘积 联系 起 来 : 


n 
1 

e = lim — | 一 一 一 

n—00 lg pn II 1 - 1/pi 


a 


I(s) 没有 零点 ， 在 点 0,-1,-2,—-3,--- 处 为 单 极点 ， 其 他 地 
方 均 解析 ， 对 每 个 正 整数 n, Dn) = (n — 1)! 所 以 伽 玛 函 数 是 函数 
n! 的 扩充 ， 伽 玛 函 数 满足 许多 有 趣 的 关系 ， 其 中 包括 函数 方程 


I(sr(1-s)- 


: ， T(s+1)= sI (s) 
sin ns 


和 


T(s)T(s+1/2)= T(2s) 


现在 可 以 写 出 黎 曼 zeta 函数 的 函数 方程 
era es?) - à 


由 黎 曼 方程 可 得 到 许多 事情 ， 如 ¢(0) = —1/2. 

zeta 函数 的 零点 为 

(1) 在 -2, -4, 一 6,… 处 为 单 零点 ， 叫 作 平 凡 零 点 ; 

(2) 其 余 零点 都 在 带 状 临 界 区 域 0 < Re(s) < 1 之 中 . 

这 是 由 于 当 Re(s) > 1 时 ， 由 欧 拉 乘 积 和 Ha C(s) 0. 如果 
Re(s) < 0, 则 Re(1— s) > 1. 函数 方程 的 右边 没有 零点 ， 从 而 5(s) 
的 零点 只 有 D (5/2) 的 极点 s = —2, 4, —6,- 

在 临界 区 域 中 的 零点 知识 对 于 理解 素数 的 分 布 有 重要 影响 ， 
首先 注意 到 临界 区 域 中 的 零点 不 是 实数 ， 并 且 关于 实 轴 和 垂直 线 
Re(z) = 1/2 都 是 对 称 的 . 

黎 曼 猜想 ， Cs) 的 所 有 非 平 凡 零点 p 都 在 临界 直线 Re(s) = 
1/2 之 上 , Bl p = 1/2+iy. 这 就 是 著名 的 黎 曼 猜想 , 它 至 今 未 被 证 
明 ， 它 无 疑 是 数论 中 ， 也 可 以 说 是 整个 数学 中 ， 一 个 最 困难 和 最 
重要 的 问题 ， 我 很 快 会 回 到 这 个 猜想 ， 集 中 讨论 一 些 现代 进展 . 

现在 我 想 很 粗糙 地 指出 黎 曼 如 何 给 出 x(z) 的 一 个 更 好 的 通 
近 . 对 每 个 实数 > > 0, 他 定义 


J(z) = a(z) + sma?) + Zala) + ma) + 
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注意 在 2” > z 时 , 这 个 求 和 式 中 的 项 m (21/7) 为 0, 所 以 对 每 
^ oc, 上 面 表达 式 都 是 有 限 项 之 和 ， 用 Möbius 有 反 演 公 式 得 到 


na) = VAM jo) ( 仍 是 有 限 和 ) 


黎 曼 工作 的 最 本 质 部 分 是 用 复 变 量 的 对 数 积分 表达 J(z) 的 解析 公 
X. 4 w=utiv, HB v>0,v < 0K v= 0, 分 别 定义 z= Ai) 一 Ti 


或 0. 由 定义 
t 
Lie) = f f 
ot 


其 中 C 为 水 平 直 线 ，C = {s+i | ~ < s <u}. ET PR 
数 T(x) 如 下 的 基本 解析 公式 : 
对 所 有 z >0 


d dt 
J(x) = Li(z) 一 274 (x?) - l1g2 + f (E -1)gt 


其 中 求 和 过 zeta 函数 在 上 半 平 面 的 全 部 非 平凡 零点 p. 将 J(x1/") 
{RBI r(z) 的 表达 式 中 ， 给 出 r(z) 用 对 数 积分 的 如 下 表达 式 : 


nla) = Y; EO rim) + (包含 非 平凡 零点 的 其 他 项 ) 


n=l 


组 庸 置疑 ， 这 种 分 析 考虑 很 精细 ， 对 黎 曼 也 曾 是 一 个 挑战 . 
而 且 依赖 于 非 平 凡 零 点 p 的 那些 项 的 估计 是 非常 困难 的 . 但 是 由 
实际 计算 显示 出 ， 黎 曼 函 数 


no bigis 


给 出 r(z) 的 非常 好 的 逼近 ， 见 表 4.1. 
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Gram 在 1893 年 给 出 用 一 个 快速 收敛 级 数 计算 黎 曼 函数 的 方 
法 


2148 1 — (ez) 
Bü bx. n¢(n + 1) omnl 
我 建议 读者 参考 Edwards 的 书 (1974), 在 书 中 对 于 素数 分 布 的 黎 
曼 工 作 作 了 透彻 的 介绍 ， ATES zeta 函数 的 书 还 有 经 典 著作 
Titchmarsh(1951) 和 近来 的 书 Ivic(1985) 和 Patterson(1988). 


de la Vallée Poussin 和 Hadamard 
T(z) ~ t 

提供 了 许多 上 具 ， 另 一 些 工 具 则 来 源 于 快速 发 展 的 复 解析 函数 理 
it. 

EGE ALAMO T "ids EBA Ae”, 证 明 这 个 定理 的 
人 被 认 为 是 不 朽 的 . 它 被 两 个 太 出 的 分 析 学 家 在 同一 年 (1896) 独 
立地 证 明 . 他 们 并 不 像 古 希腊 传说 那样 变 成 是 不 朽 的 ， 但 也 差 不 
多 如 此 ! Hadamard 活 了 98 #, mi de la Vallée Poussin 只 差 一 
点 ， 活 了 96 岁 . 

de la Vallée Poussin 建立 了 以 下 结果 : 存在 c > 0 Al to = 
tole) > ec, 使 得 在 区 域 


l-c/lgto So <1, {t}< to 
l-c/lg|[t|€&o €1, to<|t| 


PAIRED s =o + it WA C(s) A 0. 特别 地 推出 Hadamard 证 明 的 
-个 结果 ， 对 每 个 t, CO + it) #0. 
素数 定理 证 明 的 重要 方面 是 决定 Cls) 一 个 大 的 无 零点 区 域 . 
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Hadamard 和 de la Vallée Poussin 不 仅 证 明了 素数 定理 ， 而 
且 还 估计 了 误差 项 


n(x) = Li(z) + O(ze eAvig=) 


其 中 4 为 正 的 常数 .我 将 马上 要 讲 到 : 由 于 zeta 函数 的 无 零点 区 
域 不 断 扩 大 ， 这 个 误差 的 估计 也 越 来 越 小 . 

素数 定理 的 解析 证 明 还 有 不 少 其 他 方式 , 出 现在 许多 书 和 文章 
中 . 可 见 Grosswald(1964). 一 个 特别 简单 的 证 明 由 Newman(1980) 
给 出 . 

素数 定理 还 有 一 些 等 价 的 叙述 方式 ， 利 用 切 比 雪夫 函数 ， 素 
数 定理 可 以 重新 叙述 成 

bz) x 


另 :种 形式 用 von Mangoldt 函数 的 求 和 ， 今 


Ato lgp, n-p'(v21)p 为 素数 
0, ”其 他 


von Mangoldt 引进 这 个 函数 ， 与 zeta 函数 的 对 数 微 商 有 如 下 关 
系 : ` 
=> Ae) (对 于 Re(s) > 1) 


n=1 


这 个 函数 与 7(z) 的 关系 已 经 见 到 过 


J(r)- DS na 


ngr 


而 A(n) 的 求 和 函数 定义 为 


UE 


它 不 难 用 切 比 雪夫 函数 表达 成 
W(x) = bg(z) + O(x'/?) +g(z13) + 
从 而 素数 定理 也 可 表示 成 
V(z) ~ 

Erdós 和 Selberg 

很 长 一 段 时 间 里 ， 人 们 一 直 相 信 在 素数 定理 的 证 明 中， 解析 
方法 是 不 可 避免 的 ， 所 以 当 Erdos 和 Selberg 于 1949 年 同时 给 出 
素数 定理 的 初等 证 明 时， 引起 数学 界 的 惊讶 ， 他 们 的 证 明 本 质 上 
只 利用 了 对 一 些 算术 函数 的 初等 估计 ， 有 不 少 和 式 的 估计 是 熟知 
的 ， 例 如 

1 1 
于 二 =-iz+7+O (了 (为 罗拉 常数) 


ngar 
1 ri-9 


we ties tle) +0(S), (c > 1) 


ngr 


Dlgn=zlgzr— T+O(lgz) 


"3s = (ga)? +c+0(#*) 

这 些 估 计 可 用 阿 贝尔 或 欧 拉 - 麦克 劳 林 求 和 公式 推出 ， 不 依赖 于 
函数 的 算术 意义 ， 下 面 是 包含 素数 的 一 些 更 有 趣 的 求 和 估计 ， 
> se =lgz + 0(1) 


pSr 


1 1 
Lis bee+0+0(2), C = 0.2615... 


pSr 


>= A00... ima o) 


ngr 
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A(n)ign 1, » 
2 = z082) + O(lg z) 


Selberg 于 1949 年 得 到 以 下 估计 : 
gp? + > (gp) (ig) = 2zlgz + O(c) 


psr pasz 
其 中 p 和 4 为 素数 .这 个 估计 事实 上 与 下 列 公 式 的 每 个 都 是 等 价 
的 : 


gb(z)lgz 十 二 (5) ep = 2rlgzr- O(z) 


> A(n)ign+ > A(m)A(n) = 2z1gz + O(c) 
ngr mn&£zrz 
Selberg 由 他 的 这 个 估计 式 得 到 素数 定理 的 初等 证 明 . 与 此 同 
At, Erdés 利用 Selberg 估计 的 一 个 类 似 公 式 
y), o1 y; 46/9 409 <9 4 0/ 1 ) 


T lgz rn n Iga 


ngr 


并 采用 不 同 的 初等 方法 也 证 明了 素数 定理 . 

Diamond 和 Steinig 于 1970 年 给 出 具有 明确 误差 项 的 一 个 初 
等 证 明 . Diamond 在 1982 年 的 文章 对 于 素数 分 布 理 论 初等 方法 
作 了 详尽 和 权威 的 介绍 . 


41B @ Möbius 函数 的 一 些 和 式 


在 Móbius 之 前 欧 拉 就 曾 研究 过 函数 u(n). 根据 数值 计算 的 
显示 ， 欧 拉 在 1748 年 狂想 》 UU MF 0.von Mangoldt MX 


n=1 
数 定理 证 明了 这 个 猜想 .事实 上 反 过 来 也 成 立 ， 即 由 它 也 可 证 明 
素数 定理 . 
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对 每 个 s,Re(s) > 1 


vun) 1. 
»» ns — ¢(s) 
特别 当 s = 2 时 ， 由 此 推出 对 每 个 z > 1 


6 
rum = yt 0/2) 


nir 


Möbius 函数 的 求 和 函数 


= > p(n) 
nsr 

叫 作 Mertens P38. 可 以 证 明 素 数 定理 也 等 价 于 lim M(z)/z = 0. 
关于 上 述 这 些 论断 ， 详 见 Landau(1909),Ayoub(1963) 或 者 Apos- 
tol(1976) 的 书 . 

Daboussi 于 1984 年 给 出 Jim. MI(Zz)/z = 0 的 一 个 初等 证 明 . 
从 而 给 出 素数 定理 又 一 个 初等 证 明 方 法 ， 不 利用 不 等 式 . 

关上 M(z) 的 数 基 级 ， Mertens 本 人 猜想 |M (x)| < Va. 这 是 
一 个 重要 而 困难 的 问题 ， Stieltjes 和 Hadamard 
都 研究 过 这 个 问题 ,但 是 Odlyzko 和 te Riele 在 1985 年 证 明 这 个 
猜想 是 错 的 ， 因 为 他 们 证 明了 

lim sup > 1.06, lim int 2 < 一 1.009 

Pintz 在 1987 年 发 表 的 文章 中 ， 给 出 此 猜想 错误 的 一 个 有 效 
性 证 明 ， 存在 某 个 zo,lgzo < 3.21 x 104 使 得 |M(zo)| > zo [ 详 
见 te Riele(1985) 文章 ]. 
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41C ”素数 表 


现在 回来 谈 素数 表 和 数 的 因子 分 解 表 (只 考虑 不 被 2,3 或 
5 整除 的 数 ).Brancker 于 1668 年 首先 给 出 一 个 较 大 的 表 (100000 
以 内 数 的 最 小 因子 ),Kriiger 于 1748 年 列 出 100000 以 内 的 素数 ， 
Lambert 于 1770 年 给 出 102000 以 内 数 的 最 小 因子 ，Filkel 于 1776 
年 给 出 408000 以 内 数 的 最 小 因子 ， Vega 于 1797 年 列 出 400031 
以 内 的 素数 ，Chernac 于 1811 年 给 出 1020000 以 内 数 的 素 因 子 ， 
Burckhardt 于 1816~1817 年 给 出 3036000 以 内 数 的 最 小 因子 . 勒 
让 德 和 高 斯 就 是 根据 这 些 表 中 数据 作 了 许多 直觉 性 的 观察 . 

这 些 表 后 来 仍 慢 慢 地 扩大 .1856 年 Crelle 杂志 把 6000000 以 
内 的 素数 表 提交 给 柏林 科学 院 ， 而 Dase 在 1861 年 之 后 又 把 此 表 
扩大 到 9000000. 

与 此 有 关 的 是 Kulik 制造 了 100330220 内 整数 (不 被 2, 3, 5 
APR) 的 因子 表 . CET 20 年 做 这 个 表 ， 在 他 去 世 (1863 年 ) 之 
后 ， 这 个 八 卷 4212 页 的 材料 二 1867 年 2 月 交 给 维也纳 科学 院 . 

D.N.Lehmer 二 1909 FERT 107 以 内 数 的 因子 表 ，1914 年 
他 发 表 了 10' 以 内 的 素数 表 . 这 时 ， 这 些 表格 被 广泛 地 流传 并 为 
数学 家 们 所 采用 . 

由 于 计算 机 的 进步 ， 许 多 数据 表 被 作成 磁带 ， 在 任何 大 小 适 
当 的 区 间 内 ， 这 些 数 据 都 可 用 Eratosthens 第 法 快速 地 找到 . 

为 了 使 读 到 此 处 的 读者 更 能 欣赏 和 使 用 方便 ， 我 在 文献 中 取 
出 104 以 内 的 素数 放 在 书 的 后 面 ， 希 望 大 家 喜欢 ! 


41D (Zz) 的 确切 值 和 与 x/ lg z, Li(z), R(z) 的 比较 


(Zz) 确切 值 计算 
a(x) 的 确切 值 可 以 从 素数 表 中 数 出 ， 也 可 用 Meissel 在 1871 


年 设计 的 一 个 聪明 的 方法 算出 ， 他 用 这 个 方法 算出 的 结果 超出 素 
数 表 的 范围 , 用 这 个 方法 计算 r(zl/?), 需要 知道 不 超过 z12 的 全 
部 素数 和 y < z2/3 的 全 部 值 m (y). 然后 根据 下 面 的 公式 : 


ra) = em) +m(s +1) + FEY -1- Dr( T ) 


ii \Pm+i 


HP m = n(z1/3),n = z(z!/2),s = n — m, 而 ple, m) 表示 在 不 超 
过 z 的 正 整 数 当中 不 被 2,3,… ,pm 整除 的 整数 个 数 . 

当 m 很 大 时 ， yp(z,m) 的 计算 需要 花 时 间 ， 但 这 没有 太 大 的 
困难 ， 因 为 计算 中 可 利用 下 面 一 些 关系 : 

递归 关系 


除法 性 质 
Æ Pm =pip2…pm,a 2 0,0 <r < Pm, W 


p(aPm +r, m) = ap(Pm) + p(r, m) 


对 称 性 质 
若 5 P» « r « Pm, Dll 


v(r, m) = (Pm) — (Pm -r — 1,m) 


Meissel F 1885 年 计算 了 r(10?)( 但 是 他 算出 的 数 小 了 56).1946 
年 Brauer 给 出 Meissel 公式 一 个 简单 的 证 明 . Lehmer 在 1959 年 
又 简化 和 推广 了 Meissel 方法 . Lagarias,Miller 和 Odlyzko 采用 
新 的 得 法 技术 ， 于 1985 年 又 把 方法 作 了 改进 .他们 对 4x 1076 以 
内 的 z 计算 了 x(x) 值 . 而 Deléglise 和 Rivat(1996) 又 把 z 扩大 到 
1075, 这 些 
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计算 由 Deléglise 扩大 到 (107?) (1996 年 4 月 宣布 ), 而 由 X.Gourdon 
扩大 到 «(10?1)(2000 年 10 月 宣布 ). 表 4.1 给 出 z 到 1021 的 r(z) 
值 ， 并 与 函数 r/lgz, Li(z) 和 R(x) 的 对 应 值 作 了 比较 . 

下 面 的 值 也 计算 出 来 


7(4 185 296 581 467 695 669) = 1077 
记录 
X.Gourdon 和 P.Demichel 用 分 布 式 计 算 方 法 算出 r(z) 的 最 
大 数值 ， 最 近 计算 的 数值 为 


T (x) Li(x) — x(x) R(x) — r(x) 
2 x 102 41644391885053857293 1454564714 501830649 
4 x 107 82103246362658124007 1200472717 —127211330 
1022 201467286689315906290 1932355207 —127132665 
2 x 1072 397382840070993192736 2732289619 —139131087 
4 x 1022 783964159847056303858 5101648384 1097388163 
n(x) FO z/ lg z 相 比较 


我 已 经 提 到 过 关于 a(x) 的 切 比 雪夫 不 等 式 , 它 可 用 初等 方法 
证 明 ， 并 且 证 明 先 于 素数 定理 . 1892 年 Sylvester 将 切 比 雪夫 方 
法 精细 化 ， 给 出 如 下 的 明显 估计 : 

对 每 个 充分 大 的 x 


T T 
0956951 < z(z) < 104423) 
( 见 Langevin1977 年 文章 ). 基于 教学 的 目的 ， Erd5s(1932) 对 于 较 


弱 的 不 等 式 
825 < n(z) < 2825 


给 了 一 个 巧妙 的 证 明 . Rosser 和 Schoenfeld 通过 十 分 精巧 的 分 
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Br, F 1962 年 给 出 估计 式 


Ld 1 
l + a) < n(x) (x 259) 


3 
T(Z) < gi) (r»1) 
Dusart 在 1998 年 学 位 论文 中 把 这 些 和 文献 中 一 些 其 他 结果 改进 


sz n uz) € m(r) (x > 599) 
lgx 


Dusart 还 得 到 下 面 不 等 式 : 
T 


8 lgr- 1.1 
T 


n(x) (x > 60184) 


n(x) > (x > 5393) 


lgr-1 
th Rosser 和 Schoenfeld(1962) 的 结果 可 知 当 zx > 10 Bf, r(x) > 
z/lgz. 


m(r)5 Zi(z) 比 较 

高 斯 和 黎 曼 相信 : 对 于 充分 大 的 z Lil) > w(x). 既 使 这 个 
不 等 式 在 目前 素数 表 的 范围 内 是 对 的 ， 但 是 Littlewood 1914 
年 证 明了 : 差 数 Li(z) — r(z) 有 无 穷 多 个 地 方 zo < zi < zx2 
<… (zn 一 00) 变 号 . 在 黎 曼 猜想 之 下 ， Skewes 于 1933 年 证 明 
T zo «101^, 很 长 时 间 以 来 ， 这 个 数 是 数学 中 以 某 种 自然 方 
式 出 现 的 最 大 数 . 现在 既 使 不 假设 黎 曼 猜想 ，zo 的 上 界 也 已 改 
小 了 很 多 . 
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记录 

te Riele 在 1986 年 第 一 个 报告 了 如 下 计算 结果 (发 表 于 1987 
年 ) : 在 从 6.62 x 10370 到 6.69 x 1079 范围 以 内 , 共有 10159 个 相 
邻 整数 z, 使 得 Li(z) < n(x). 


4.1E (5) 的 非 平凡 零点 


FIZ: RAE zeta 函数 有 平凡 零点 -2, -4, -6,… 和 非 平凡 零 
点 aitO<c<l), 即 非 平凡 零点 都 在 临界 带 区 域 中 ， 我 先 介绍 
在 整个 临界 带 中 的 零点 ， 然 后 讨论 在 临界 直线 Re(s) = 5 100% 
点 . 

由 于 C(8) = C(s)( 表示 s HSE BO, 零点 关于 实 轴 对 称 ， 
所 以 只 需 考虑 临界 区 域 的 上 半 平 面部 分 . 

对 每 个 t > Ozeta 函数 只 能 具有 有 限 多 (如 果 存在 的 话 ) 形 如 
o iC WEA (o 为 实数 ) 所 以 能 够 将 zeta 函数 的 非 平凡 零点 全 
成 on = an +itn, HF 0 < ti Sta ta Soe 

对 每 个 了 > 0, 以 N(T) 表示 C(s) 在 临界 带 中 零点 mm = on + 
ity (0 < t, < T) 的 个 数 ， 类似 地 ， No(T) 表示 GCS) 的 零点 5 + 
让 (0 < ts T) PR. 显然 No(T) < N(T), 而 黎 曼 狂想 可 叙述 成 ， 
对 每 个 全 > 0, No(T) = N(T). 

下 面 是 关于 N(T) 的 主要 结果 . 首先， 下面 公 式 是 黎 曼 的 一 
个 猜想 ， 而 由 von Mangoldt 证 明 的 


N(T) = xl lg (z) > i} + O(lgT) 


由 此 可 知 在 临界 带 中 有 无 穷 多 个 零点 . 

Cs) 目前 已 知 的 所 有 非 平凡 零点 都 是 单 零点 .Montgomery 
在 黎 曼 猜想 之 下 于 1973 年 证 明了 : 至 少 有 三 分 之 二 的 非 平 凡 零 点 
都 是 单 零点 . 
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1974 Æ, Levinson 证 明了 C(s) 至 少 有 三 分 之 一 的 非 平凡 零 
点 在 临界 直线 上 .确切 地 说 ， 对 于 充分 大 的 TIL = lg(T/27),U = 
T/L!9, 则 


No(T +U) — No(T) > gm 4 U)- N(T)) 


Conrey 在 1989 年 又 把 结果 中 的 5 改进 为 2. 

已 经 算出 C(s) 的 许多 零点 .从 Gram 开始 ， 他 在 1903 年 算 
出 前 15 个 零点 pn(1 € n < 15). Titchmarsh 在 1935 年 算出 零 
点 pn(n < 1041)， 随 着 计算 机 的 进步 ， Lehmer 把 计算 扩大 到 
n = 35337.Rosser,Yohe 和 Schoenfeld 在 1969 年 计算 了 前 3500000 

表 42 列 出 前 30 个 零点 pn = 5 its (fa > 0). 


R42 RS zeta 函数 的 非 平凡 零点 


n tn n tn n tn 

1 14.134725 11 52.970321 21 79.337375 
2 21.022040 12 56.446248 22 82.910381 
3 25.010858 13 59.347044 23 84.735493 
4 30.424876 14 60.831779 24 87.425275 
5 32.935062 15 65.112544 25 88.809111 
6 37.586178 16 67.079811 26 92.491899 
7 40.918719 17 69.546402 27 94.651344 
8 43.327073 18 72.067158 28 95.870634 
9 48.005151 19 75.704691 29 98.831194 
10 49.773832 20 77.144840 30 101.317851 


在 Edwards 35 (1974) 中 详细 介绍 了 Gram, Backlund, Hutchin- 
son 和 Haselgrove 计算 C(s) 前 300 个 零点 的 方法 . Wagon 于 
1986 年 的 短文 中 对 此 也 作 了 简要 的 介绍 . 从 1977 年 Brent 的 工 
作 开 始 ， 计 算 工 作 扩 展 得 很 快 . 最 近 发 表 的 结果 是 van de Lune, 
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te Riele 和 Winter(1986) 工作 ， 他 们 决定 了 C(s) 前 1500000001 个 
非 平凡 零点 都 是 单 零点 ， 都 在 临界 直线 上 ， 而 虚 部 CUNEO 
545439823.215. 这 项 工作 采用 一 台 当 时 最 快 的 计算 机 算 了 1000 个 
小 时 . 

记录 

S.Wedeniwski 最 近 宣 布 他 和 一 个 很 大 的 合作 队伍 计算 了 5(s) 
的 前 101 个 非 平凡 零点 ， 从 而 对 于 0 < t < 29538618432.236 的 情 
况 验 证 了 黎 曼 猜想 . 


Odlyzko 和 Schónhage 在 1988 年 发 明了 一 种 方法 ， 可 同时 计 
FL c(s) 的 许多 零点 ， 用 此 法 决定 了 在 第 1022 个 零点 附近 的 1019 
个 零点 . Odlyzko(2001) 报告 说 , 这 些 零 点 都 在 临界 直线 上 , 这些 
数据 也 支持 关于 C(s) 的 零点 与 随机 矩阵 特征 值 之 间 联 系 的 另 一 个 
猜想 的 正确 性 . Odlyzko 认为 ， 如 果 存 在 黎 曼 猜想 的 反例 ， 它 也 
远 在 目前 已 知 算法 可 以 达到 的 范围 之 外 . 

人 们 可 能 会 问 : 为 什么 CC) 零点 在 临界 直线 上 这 件 事 是 那么 
重要 ?这 是 因为 ， 数 学 家 试图 直接 证 明 黎 曼 猜 想 的 努力 至 今 未 能 
成 功 ， 便 自然 地 研究 出 黎 曼 猜想 的 许多 推论 .任何 一 个 推论 不 成 
立 (并 且 由 黎 曼 猜想 推出 这 个 推论 的 推导 是 正确 的 话 ) 将 意味 着 黎 
曼 猪 想 是 不 对 的 . 当 人 们 由 黎 曼 猜想 推出 长 期 以 来 所 期 望 得 到 的 
许多 重要 结果 的 时 候 ， 对 于 要 推翻 黎 曼 猜想 的 对 手 们 更 加 不 利 ， 
当然 ， 这 些 推 论 也 可 能 不 用 黎 曼 狂想 来 证 明 . 但 是 专家 们 中 的 多 
数 人 还 是 坚定 地 相信 和 歼 曼 猜想 是 正确 的 . 

黎 曼 猜想 (Riemann's hypothesis) 现在 被 许多 人 所 熟知 ,我 今 
后 将 它 简 记 为 现 已 常用 的 符号 RH. 寻求 RH 推论 的 工作 已 经 扩大 
到 其 他 重要 的 算术 领域 和 几何 领域 ， 并 且 对 于 比 黎 曼 zeta 函数 更 
一 般 的 函数 (特别 是 狄 利克 雷 工 函数 ) 引进 了 各 种 类 型 的 广义 黎 
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曼 猜 想 (ERH). 

证 明 RH 的 思路 之 一 可 以 回溯 到 希 尔 伯 特 , 这 种 思路 是 在 一 个 
适当 的 希 尔 伯 特 空间 中 寻找 一 个 算 子 ， 使 它 的 一 批 特征 值 和 zeta 
函数 的 非 平凡 零点 一 致 ， 然 后 由 某 种 对 称 性 推出 这 些 特 征 值 都 在 
临界 直线 上 . 但 是 如 何 选 择 正确 的 空间 ， 正 确 的 算 子 和 对 称 性 都 
是 非常 困难 的 ， 最 主要 的 困难 是 如 何 把 解析 的 事实 融入 其 中 ， 作 
为 这 方面 的 记录 ， 建 议 看 Connes(1996) 的 工作 . 

另 一 方面 , 既 使 目前 已 经 计算 出 来 的 5(s) 的 10! 个 非 平凡 零 
点 都 在 临界 直线 上 , 仍 没有 给 出 理性 的 缘由 , 说 明 RH 是 正确 的 . 
也 许 更 大 的 非 平凡 零点 会 发 生 偏差 .以 我 们 目前 的 计算 能 力 ， 对 
于 由 一 个 lglglg 函数 所 控制 的 性 状 或 现象 仍旧 是 不 能 验 定 的 . 


4AF 《(s) 无 零点 区 域 和 素数 定理 的 误差 项 


如 果 知 道 了 C4(s) 有 很 大 的 无 零点 区 域 ， 可 以 对 与 素数 分 布 有 
关 的 各 种 函数 有 很 好 的 估计 . 我 已 经 提 到 过 ，de la Vallée Poussin 
决定 出 一 个 无 零点 区 域 , 这 是 它 证 明 素 数 定理 的 最 本 质 因素 . 他 的 
结果 后 来 有 许多 改进 . Richert 决定 出 一 个 更 大 的 无 零点 区 域 ， 
发 表 于 Walfisz 的 书 中 (1963), 我 这 里 不 打算 具体 写 出 这 个 区 域 . 
Kadiri 在 2001 年 ( 预 印 本 ) RMT C(s) 如 下 一 个 无 零点 区 域 ; 


1 


5 ee ee 
>l- $0283 x lel 


(itl 2 3) 


到 目前 为 止 , 没有 人 给 出 形 如 {o+itlo > eo) 的 无 零点 区 域 ， 
其 中 oo 是 满足 了 < oo < 1 的 某 个 实数 . 

利用 目前 已 知 的 C(s) 无 零点 区 域 ， 可 以 得 到 素数 定理 的 误差 
项 估计 ， 比 如 说 ， Tschudakoff(1936) 得 到 


x(a) = Li(z) + O(ze- C (082^) 
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其 中 a < 4/7, C > 0.von Koch F 1901 年 证 明了 RH 等 价 于 
n(x) = Zi(z) 二 O(zl2lgz) 


ABÉT cs) 的 许多 零点 均 在 临界 直线 上 ， 也 可 得 到 一 些 好 的 估 
++. 例如 ， Rosser 和 Schoenfeld 在 1975 年 证 明了 


0.998684: < O(x) < 1.001102 


其 中 下 界 对 z > 1319007 成 立 , 而 上 界 对 所 有 z 均 成 立 . 利用 Cls) 
的 1.5 x 109 个 零点 的 知识 ， Dusart 于 1999 年 给 出 一 些 好 的 估 
i. 例如， 对 于 x 10544111 


lg(z) — z| < 0.0066788.— 
lgx 


对 于 函数 V(x), Rosser 和 Schoenfeld, Dusart 都 给 出 类 似 的 估计 . 
这 些 估计 常常 会 打破 许多 前 人 的 记录 , 如 Robin(1963),Massias 
和 Robin(1996) 的 记录 . 


41G n(x) Rete 


在 这 些 方面 ，Bertrand 通过 考查 数据 历史 第 一 个 叙述 了 下 面 
的 猜想 (1845) : 


在 n>2 和 2n 之 间 一 定 有 素数 . 
这 等 价 于 说 
n(2n) - a(n) 21 (对 每 个 n > 1) 


或 者 等 价 于 
Paxi < 2pn ”( 对 每 个 n > 1) 
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这 通常 称 之 为 “< Bertrand 猜想 ”. 它 在 1852 年 被 切 比 雪夫 所 证 明 ， 
是 他 对 r(z) 所 作 估 计 的 一 个 副产品 ，Bertrand 猜想 的 一 些 更 简短 
也 可 能 是 最 简单 的 证 明 后 来 由 Ramanujan(1919), Erdós(1932) 和 
Moser(1949) 发 现 ， 事 实 上 ， 更 为 精细 的 是 下 面 的 不 等 式 ; 


1 7n 
be gps "OST SEL 


(n2 5) 
而 显然 有 (4) — (2) = r(6) — (3) = 1,7(8) — (4) = 2. 

更 一 般 地 ， Erdés 在 1949 年 证 明了 : 对 每 个 入 > 1, 均 存 在 
C=C(A) >0 Al zo = zo(A) > 1, 使 得 

(Ar) - a(x) > Cus (x > xo) 

这 是 素数 定理 的 一 个 推论 . 

现在 我 集中 讨论 如 何 用 r(z) 和 rly) 来 估计 rley) 和 r(z + 
y).Ishikawa(1934) 的 下 面 结果 是 切 比 雪 夫 定 理 的 一 个 推论 : 


Er2y22,20,JIn(ry) n(z) + 7(y) 


H nla +y) 5 r(x) nly) 相 比 较 是 很 有 趣 的 .基于 随机 性 的 
考虑 ，Hardy 和 Littlewood F 1923 年 提出 下 列 猜想 (H-L 猜想 ) : 


对 所 有 224 y 22, n(z +y) < ale) + (y). 


采用 更 具体 的 语言 ， 这 个 猜想 是 说 : 对 每 个 z > 0 和 任意 y, 在 任 
何 区 间 (y, y + z]( 不 包含 y, 包含 z +y) 中 素数 的 个 数 不 超 过 区 间 
(0,2) 中 素数 的 个 数 ， 即 nly + 2) — (y) < ala). 

这 个 猜想 看 上 去 是 很 合理 的 , 至 少 它 与 我 们 的 直观 是 一 致 的 ， 
即 在 整数 序列 中 素数 越 来 越 稀疏 . 

Rosser 和 Schoenfeld 于 1975 年 利用 他 们 对 9(z) 的 估计 ， 证 
明了 当 z > 5 时 r(2z) < 2z(z). Landau 在 他 的 著作 (1913) 中 对 
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充分 大 的 z 证 明了 这 个 不 等 式 . Montgomery 和 Vaughan(1973) 
使 用 更 深刻 的 方法 ， 证 明了 
m(a+y) < a(x) + 

我 在 第 4.1E 部 分 提 到 过 ， Rosser 和 Schoenfeld(1975) 还 证 明了 
y/(lgy) < (y). 所 以 a(x + y) < n(z) + 2x(y). 

HL 猜想 则 比 它 更 为 精致 在 肯定 这 个 猜想 方面 ， 除 了 前 面 
提 到 的 结果 外 ， Udrescu 于 1975 年 证 明了 

对 每 个 =>0 当 zy>17 $ rty lette) 时 


m(z +y) < (1+ )n(x) + 7(y)) 


Dusart 于 2002 年 研究 了 满足 H-L 猜想 的 (z,y) 组 成 的 集合 . 
证 明了 : 
若 2<z<y<(7/5)zrlgrlglgzr, A] a(z +y) < a(x) + n(y) 


由 此 可 知 对 每 个 +> e, 均 有 A/t? < 5/(7lgtlglgt), 其 中 A 是 满 
E m(z +y) > x(x) + arly) 的 所 有 (z,y) 组 成 的 集合 的 面积 O. 

在 否定 H-L 猜想 方面 , 我 将 在 4.4 节 讨论 H-L 猜想 和 “k- 素 
数组 猜想 ”的 关系 .解释 这 两 个 猜想 是 相互 排斥 的 . 

下 面 两 个 命题 至 今 也 都 未 被 证 明 或 者 推翻 : 

Opperman 于 1882 年 推断 : 对 每 个 n> 1,r(n? +n) > x(n?) > 
a(n? — n). 

Brocard F 1904 年 论断 :对 每 个 > 2,7(p241) — m(p2) > 4. 
换 句 话说 , 任意 两 个 大 于 2 相 邻 素数 的 平方 之 问 至 少 有 4 个 素数 . 


© ”应 再 加 条 件 O&z,y«t— 译 者 注 . 


: 189- 


41H 欧 拉 函数 值 的 分 布 
这 里 我 收集 欧 拉 函数 值 的 一 些 分 布 结果 . 它们 是 第 二 章 2.2 
节 所 叙述 的 一 些 性 质 的 补充 . 
首先 介绍 欧 拉 函 数 的 增长 性 状 ， 不 难 证 明 
p(n) > 8 n) 
TERDUERET- 6 > 0, p(n) 的 增长 比 n!75 要 快 . 还 可 做 得 更 好 :对 
每 个 e > 0 均 存在 no = mo(s), (FEY n > no 时 
n 
lglgn 
另 一 方面 ， 由 素数 定理 可 以 推出 ， 存 在 无 穷 多 个 n, 使 得 


p(n) > (1 = se? 


n 
lglgn 


y(n) € (1-- £)e^? 


因此 
lim inf o(n)igign Iglgn =e? 
n 
这 些 结果 的 证 明 可 见 Landau(1909) 和 Apostol(1976) Ay 35. 
eln) 的 平均 值 如 何 ? 由 关系 式 n = x old) 不 难 证 明 


1 om) = 3 + Olg) 
nge 
所 以 p(n) 的 平均 值 为 3n/m?. 由 此 可 以 推出 ， 如 果 随 机 地 取 两 个 
整数 n,m > 1, 它们 互 素 的 概率 为 6/22. 
所 有 这 些 事 情 在 Hardy 和 Wright 的 书 以 及 Apostol 的 书 
(1976) 中 均 有 很 好 的 论述 . 
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4.2 第 nn 个 素数 和 素数 的 间隙 


上 节 中 我 们 介绍 了 函数 r(z), 它 的 渐 近 性 状 、 与 已 知 函 数 的 
比较 以 及 一 些 其 他 性 质 . 但 是 没有 谈 r(z) 在 小 区 间 中 的 性 状 ， 第 
n 个 素数 的 大 小 和 相 邻 素数 之 差 等 ， 这 些 问题 属于 素数 分 布 的 更 
精细 考虑 ， 而 且 预 料 在 这 些 方面 更 加 不 规则 . 


4.2A 第 "个 素数 
现在 比较 专门 地 考虑 第 n 个 素数 pn. 由 素数 定理 不 难得 到 


pn ~ nlgn, 即 Jim alen =1 


换 句 话说 ， 对 充分 大 的 n, 第 ”个 素数 的 大 小 约 为 nlgn. 更 精确 
地 有 


Pn = nign + n(lglgn — 1 «o(*825) 
所 以 对 于 充分 大 的 n, pn > nlgn. 但 是 Rosser 于 1938 年 证 明了 : 


对 每 个 n>1 
nlgn 4 n(iglgn — 10) < p, < nign +n(lglgn + 8) 


并 且 对 每 个 n > lp, > nlgn.Dusart F 1999 年 证 明了 : 对 于 
n > 39017,pn < n(lgn 十 lglgn — 0.9484), 并 且 对 每 个 n> 1,pn > 
n(lgn — lglgn — 1). 

下 列 结果 由 Ishikawa(1934) 证 明 ， 它 是 切 比 雪夫 定理 的 一 个 
推论 ( 见 一 般 参 考 文献 中 Trost 的 书 ): 

En 22, 则 pn 十 pn+l > Paya; Ë mn > 1, R] PmPn > Prn- 

Dusart 于 1998 年 还 证 明了 R.Mandl 下 面 的 猜想 ( 见 Rosser 
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和 Schoenfeld 1975) 是 对 的 


nd 
当 n > 9 时 ， PEPEO EP y, 

Pomerance 在 1979 年 一 篇 有 趣 的 文章 中 考虑 素数 图 ， 这 个 
图 的 顶点 是 平面 上 全 部 点 (n,pn) (n > 1). 他 证 明了 Selfridge 的 
一 个 猜想 : 存在 无 穷 多 个 n, 使 得 对 每 个 小 于 n 的 正 整 数 i, HA 
pnz > Dn-ipai. 并 且 有 无 穷 多 个 n, 使 得 对 每 个 小 于 n 的 正 整数 
i, HJH 2pn < pn-i + Pn+i- 

F.Firoozbakht 在 1992 年 写 信 给 我 ， 说 他 有 一 个 新 的 猜想 . 
据 我 所 知 这 个 猜想 还 未 发 表 过 . 这 个 猜想 是 说 : 序列 (947)... 是 
严格 递 降 的 ， 从 而 在 关于 素数 的 似乎 无 穷 多 个 合理 的 推断 中 又 增 
加 了 一 个 . 这 些 推断 在 很 大 范围 都 得 到 数值 的 验证 (否则 的 话 , 它 
们 就 被 扔 到 “数学 垃圾 堆 ” 里 去 了 ). 但 是 面 对 这 么 多 的 情形 , 我 们 
这 些 聪 明 的 数学 家 们 不 能 决定 哪些 推断 是 正确 的 或 者 是 错误 的 . 


4.2B ”素数 间隙 


素数 定理 告诉 我 们 当 z 趋 于 无 穷 时 函数 r(z) 是 如 何 增长 的 . 
为 了 更 详细 地 理解 素数 的 分 布 , 需要 研究 相 邻 素数 差 d, = pn+1 一 
Dn- 

一 个 素数 p 的 间隙 g(p) 定义 为 在 它 后 面 连续 有 多 少 个 合成 
数 ， 即 pn+l = pn 十 g(pn) 十 1. 注意 当 p > 2 时 ，g(p) 为 奇数 . 称 
IPn) 是 一 个 最 大 间隙 ， 是 指 对 所 有 px < pn 均 有 g(pn) > g(Pr)- 

考虑 g(p) 的 所 有 可 能 取 值 组 成 的 集合 G = {m| 存在 某 个 p > 
2, 使 得 mm = g(p)}. 对 每 个 me G, 以 p[m] 表示 满足 glp) = m 的 
最 小 素数 p. 在 文献 中 pim) WRR m 的 第 一 次 出 现 . 

在 间隙 ( 即 相 邻 素数 差 ) 的 研究 中 讨论 了 以 下 一 些 问题 当 n 
趋 于 无 穷 时 da WHER, 集合 G 的 性 质 ， 间 际 的 第 一 次 出 现 ， d. 
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的 增长 速度 ， 以 及 迭代 间隙 . 


34 n 趋 于 无 穷 时 d， 的 性 状 
容易 证 明 lim sup dn = oo. 这 意味 着 对 每 个 N > 1, 均 存在 连 
SEN 个 合成 数 ， 例 如 


(W+DI+2(N+DI+3N+DI+4 (N - E - (N 4-1) 


实际 上 ， 实 验 中 发 现 的 连续 N 个 合成 数 比 (N + 1)! 要 小 得 
多 . 所 以 更 引 人 注 意 的 问题 是 对 比较 小 的 n 决定 大 的 间隙 du. 我 
们 在 后 面 将 要 定义 一 个 “间隙 度 ” 概 念 . 

与 lim supdn 相 比 ， liminf dn 至 今 没有 解决 (当然 lim inf dp 
是 存在 的 ). 下 面 考查 想像 中 的 各 种 可 能 性 : 


e liminfd, = oo. 这 意味 着 对 每 个 k 均 只 有 有 限 多 个 素数 pr, 
使 得 d, = 2k. 这 也 相当 于 说 : 对 每 个 大 均 存 在 no, 使 得 当 
n» no 时 ， 均 有 pn > 2k. 这 件 事 对 吗 ? 

。 存在 某 个 ! > 1, 使 得 liminfd, =l. 这 意味 着 有 无 限 多 个 素 
数 pn 使 得 d, =, 并 且 L 是 具有 此 性 质 的 最 小 整数 ， 对 任何 
/我 们 都 不 知道 这 个 命题 是 否 成 立 . 


这 些 问题 与 下 面 的 猜想 有 密切 联系 . 

Polignac 猜想 (1849) 对 每 个 偶数 2k(k > 1), 均 存 在 无 穷 
多 对 相 邻 素数 pn 和 pn+l, 使 得 dn = Pn41 — Pn = 2k. 

特别 地 上 = 1,Polignac 猜想 是 说 有 无 穷 多 个 素数 p, 使 得 p 十 2 
也 是 素数 .这 就 是 著名 的 迹 生 素数 猜想 .将 在 4.3 节 中 研究 . 

我 还 要 强调 ， 既 使 连 下 面 的 猜想 也 还 没有 解决 : 对 每 个 大 > 1 
均 存 在 一 对 素数 p 和 4( 不 必 相 邻 ), 使 得 q — p = 2k. 


+ 193. 


集合 G( 素 数 可 能 的 间隙 ) 

Powell 在 《美国 数学 月 刊 》(American Mathematical 
Monthly) (1983) 中 提 了 如 下 的 问题 : 

对 每 个 自然 数 M 均 存 在 一 个 偶数 2k, 使 得 至 少 有 M 个 相 邻 
素数 对 的 差 为 2k. 
这 个 问题 由 Davies 于 1984 年 证 明 , 是 素数 定理 一 个 简单 的 应 用 . 

证 明 对 于 充分 大 的 n, 考虑 素数 序列 


3 = p2 < p3 €: < pn 


Aln—2 RRA visi 一 pi(2 < i<n 一 1). 如 果 不 同 差 值 的 个 数 
小 于 = ?| 则 其 中 菜 个 差 数 ( 记 为 2k) 将 出 现 多 于 M 次 . 因为 


M 
不 然 的 话 
Pn- p2 > zeae 2/2 | 
但 是 右边 渐 近 地 等 于 n? /M?, 而 左边 渐 近 地 等 于 n dg n (OE PE), 
这 是 不 可 能 的 . a 


上 面 的 结果 还 可 表达 成 ， 对 每 个 自然 数 M 都 存在 奇数 m c 
G, 使 得 g(p) = m 的 素数 p 多 于 M 个 . 

目前 不 知道 是 否 每 个 正 偶数 都 为 相 邻 素数 之 差 ， 这 在 前 面 研 
究 与 Polignac 猜想 的 关系 时 曾经 提 到 过 . 所 以 我 们 也 不 知道 G 是 
否 包含 所 有 的 正 奇数 . 

对 于 某 个 范围 以 内 的 数 , 已 经 决定 了 它 是 否 为 ( 某 些 “ 小 ") X 
数 的 间隙 ， 也 发 现 了 相 邻 素数 之 间 一 些 特别 大 的 间隙 ， Dubner 
给 出 一 个 算法 ， 用 这 个 算法 对 每 个 奇数 m < 10180, 均 决 定 出 一 个 
素数 p, 使 得 p 后 面 恰好 有 连续 m FARR. 在 这 个 范围 内 给 出 
的 pim) 的 上 界 高 达 398 位 . 
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记录 

J.L.Gómez Pardo 于 2002 年 3 月 明确 地 决定 了 最 大 相 邻 素数 
间隙: 在 一 个 3474 位 的 素数 后 面 恰好 有 112193 个 合成 数 ， 这些 
数 的 素性 判定 分 别 由 M.Ladra 和 M.Seijas 做 出 , 利用 了 M.Martin 
性 能 良好 的 ECPP 软件 . 


第 一 次 出 现 和 间隙 度 

已 经 制作 了 不 少 pim) 的 数据 表 ， 由 这 些 表 可 从 中 找 出 具有 给 定 
最 大 间隙 的 素数 . 这 些 表 按 发 表 的 顺序 为 : Lander 和 Parkin(1967), 
Brent (1973, 1980),Young 和 Potler(1989) 和 Nicely(1999). 这 些 计 
$i MR Nicely, B.Nyman 和 T.Oliveira e Silva 所 扩大 , 他 们 一 起 审 
TET N = 6 x 10% 以 内 的 全 部 素数 . 


记录 

最 大 间 际 的 最 大 值 是 由 Oliveira e Silva 在 2002 4E 9 月 发 现 
的 ， ÈX m= 1197, 而 plm] = 55350776431903243. 在 此 之 前 的 记 
录 是 Nyman ff: m = 1183(2002 年 ) 和 m = 1131 (1999 年 ). 更 早 
时 候 为 m = 803[Young 和 Potler(1989)] #1 m = 651[Brent(1973)]. 

当然 , d; m 不 是 上 述 表格 范围 之 内 的 g(p) 值 ， 则 需要 
进一步 做 专门 的 研究 . 有 许多 年 人 们 不 能 确定 间隙 mm = 
999 何 时 第 一 次 出 现 , 但 是 Nyman 最 近 (2001 4E 5 月) 发 现 
p[999] = 22439962446379651. 目前 ,第 一 次 出 现 不 能 确定 的 最 
小 的 间隙 为 mm = 1047.Oliveira e Silva 给 出 一 个 上 界 p[1047] < 
88089672331629091. 

关于 plm] 的 渐 近 性 状 ， Shanks 于 1964 年 猜想 当 m 趋 于 无 
穷 时 ， lgp[m] ~ /m.Weintraub 根据 他 自己 的 大 量 计 算 ， 于 1991 
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lgp[m] ~ V1.165746m 

如 果 对 某 个 素数 p 知道 间隙 g(p)( 不 必 是 第 一 次 出 现 ), 自然 要 
fi]: 它 在 这 样 大 小 的 素数 当中 是 否 为 “特别 大 ”的 间隙? 由 素数 
定理 可 知 , TE p 附近 的 素数 之 间 平 均 间 际 近似 于 lg p. 所 以 可 以 定 
义 间隙 度 o(p)/lgp: 一 个 间隙“ 特别 大 ” 即 指 间隙 度 很 大 . 

目前 所 知 具 有 最 大 间隙 度 的 素数 为 Nyman 发 现 的 
p = 1693182318746371, 其 中 g(p) = 1131( 这 也 是 一 个 最 大 间隙 )， 
EEX 32.25， 次 好 的 间隙 度 为 31.05, 是 上 面 所 述 Oliveira e 
Silva 创 记录 的 最 大 间隙 1197. 相 比 之 下 ， 对 于 目前 计算 出 来 的 最 
大 的 间隙 112193, HLA BREE H 14.03. 


dn 的 增长 速度 

这 项 研究 的 指导 思想 很 简单 ， 寻求 一 个 可 与 dn 相 比 较 的 尽 
其 简单 和 容易 计算 的 正 实 值 函 数 f (pn). 通常 f(pn) AE REAR 
数 ， 而 相 比 较 是 指 如 下 一 类 问题 : 


dn = O(f(pn))? dn=o(f(pn)? dn ~ f(pn)? 


让 我 们 从 切 比 雪夫 关于 Bertrand 猜想 的 古老 结果 开始 ， 这 个 
结果 是 说 ， 对 每 个 > 1, 均 有 dn < ps. 由 素数 定理 可 知 
dn 


lim — =0 
n9 pn 


HEMET n 21 PAT dn < pny 可 知 dn = O(pn). 一 个 自然 的 问 
题 是 求 满足 dn = O(f(pn)) 的 最 好 的 函数 f(pn). 

数学 家 们 希望 在 不 用 黎 曼 猜想 之 下 ， 能 证 明 对 每 个 > 0 
Hp dn = O(py2+*)， 通 过 一 系列 的 竞赛 ， 现 在 离 这 个 界 已 经 
很 近 了 .第 一 个 结果 是 Hoheisel(1930) 的 d, = O(ph), 其 中 9 
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HE 1 小 一 点 ， 然 后 经 过 Ingham(1937),Montgomery (1969), Hux- 
ley(1972),Iwaniec 和 Jutila(1979),Heath-Brown 和 Iwaniec(1979) 和 
Iwaniec 和 Pintz(1984) 的 结果 ， 一 直到 最 近 的 记录 . 


记录 

目前 记录 为 Baker,Harman 和 Pintz(2001) 的 0 = 0.525. Moz- 
zochi (1986) 曾 给 出 0 = 1051/1920 ~ 0.5474, 而 Lou 和 Yao 在 
1993 年 得 到 稍 好 一 点 的 9 = 6/11 = 0.5454. 

以 上 结果 涉及 d, 的 增长 ( 当 n BPI). HHH, 
Ramaré 和 Saouter(2003) 通过 计算 ， 对 于 包含 素数 的 短 区 间 积 累 
了 丰富 的 知识 : 令 ro = 10 726 905 041 和 A = 28 314 000. 如 果 
Pn > zo, WW dn < pn-1/4. 

由 素数 定理 可 推 得 d, 的 数 基 级 为 lgpn, 即 ds /lgp, ~ 1. 但 
是 间隙 值 与 期 望 值 仍 有 偏差 . 在 黎 曼 猜想 下 ， Cramér 于 1937 年 
证 明了 d, = O(pi ?lgpn). 基于 概率 的 推断 ， Cramér 猜想 d = 
O((lg p,)?). 

对 于 小 于 期 望 值 的 情形 有 以 下 一 些 结果 . 首先 ，Erd5s 于 1940 
年 证 明了 : 存在 常数 C(0 < C < 1), 使 得 


lim inf dn «Cc 
lg ps 


然后 有 许多 人 估计 C.Bombieri 和 Davenport 于 1966 年 证 明 C 可 
取 为 0.467, 这 个 后 来 被 Huxley(1977) 稍 加 改进 ， 目 前 最 好 结果 为 
Maier(1985) 的 0.248. 

关于 大 间隙 方面 Westzynthius 于 1931 年 证 明了 1limsup dn/ 
lgpn = oo, 这 意味 着 对 每 个 上 > 0, 均 有 无 穷 多 个 n > 0, 使 得 
Pn+1 > pn +tlg pn. 

从 1938 年 起 ， Rankin 继续 Erdós(1935) 的 工作 ， 到 1963 年 
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改进 为 : 存在 无 穷 多 n, 使 得 


hy er = ln x L78107--- 
lg pn 


其 中 7 为 欧 拉 常数 ， 而 


q, — (lg2 pn) (lga Pn) 


21 
(gs Pn)? 


Erdós # 10000 美元 奖 ， 奖 给 能 把 Erdós-Rankin 不 等 式 中 er 
改 成 oo 的 人 . 
下 面 是 另 一 个 未 解决 的 问题 ， 证 明 


Jim (VB — Bs) =0 


如 果 这 个 成 立 , 则 D.Andrica 猜想 paci — pa < 1 对 于 充分 大 的 
n 成 立 . 反之 若 此 不 等 式 成 立 , 则 在 任何 两 个 相 邻 整数 的 平方 之 间 
必 有 素数 . 后 者 似乎 是 对 的 , 但 也 未 被 证 明 . 注意 这 比 Opperman 

Andrica 猜想 的 正确 性 目前 已 验证 到 n < 21? ~ 4.39 x 1012. 
还 要 注意 : 这 个 不 等 式 等 价 于 g(pn) < 2VPr(H HF g(pn) 为 间隙 
pn+l — pa). 而 后 一 不 等 式 只 对 N 之 内 的 最 大 间隙 验证 即 可 ， 由 
此 即 可 推出 Andrica 不 等 式 对 所 有 pn < N 成 立 . 用 Nicely 关于 
第 一 次 出 现 间隙 的 表格 ， 目 前 这 已 作 到 N = 6 x 1015. 


HR 

1878 年 Proth 研究 素数 之 间 的 迭代 间隙 . 令 pr = 2,pz = 
3,… ,Pn, pn+1,"… 为 素数 序列 . 对 nz1 令 61(n)= |pnti 一 pn|= 
da. 更 一 般 地 ， 对 上 之 1 令 Sesaln) = [éx(n + 1) — &(n)]. 由 此 给 
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出 如 下 序列 : 


7 11 13 17 19 23 29 
4 2 4 2 4 6 
Dv atu» A2 

0 0 0 0 

0 0 0 

0 0 

0 


ee) 
NNN dO NON w 
Ooco000mwco 


等 等 


MED k(O < k <7), 均 有 5k(1) = 1. Proth 声称 他 证 明了 对 
PPAR > 1 均 成 立 ， 但 他 的 证 明 是 错 的 ， N.L.Gilbreath 在 不 知道 
Proth 工作 的 情况 下 于 1950 年 前 后 (未 发 表 ) 又 叙述 了 同样 的 猜 
想 .  Killgrove 和 Ralston 在 1959 年 验证 了 此 猜想 对 大 入 63 419 
是 对 的 ， 1993 年 Odlyzko 对 于 所 有 < 3.46 x 10! (BJ — EC] 1013 
的 素数 ) 验证 了 6k(1) = 1. 


间隙 和 联姻 问题 

联姻 问题 和 素数 间 辽 有 什么 关系 ? 在 附录 1“ 联 姻 和 素数 ” 
中 会 找到 答案 . 这 个 附录 是 M.Ram Murty 送 给 我 的 礼物 . 他 是 这 
个 题目 中 半 个 题目 的 专家 ,而 我 在 过 去 的 50 年 从 事 了 另 半 个 题目 
的 实践 ， 这 是 一 个 值得 仿效 的 例子 ， 就 像 在 其 他 艺术 领域 那样 ， 
一 首 诗 是 献 给 某 个 朋友 的 礼物 . 
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车 p 和 ?2+2 均 为 素数 ， 它 们 叫 作 挛 生 素数 . 
前 四 个 挛 生 素数 对 为 (3,5),(5,7),(11,13),(17,19).Clement 于 
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1949 4EXT2E E RT m FAE: 
dn22nfnc-2XEA&Hu5gas 


A[(n — 1)! - 1] +n =0 (mod n(n + 2)) 


VERRAN, Nn 7 2,4, FFA (n—-1)!4+1 =0 (mod n). 
由 Wilson 定理 知 n 为 素数 .同时 有 


4(n— 1)! 2-220 (mod n+ 2) 
FEV n(n - 1) 之 后 
4[(n — 1)! -- 1] + 2n? -2n - 4 € 0. (mod n+2) 
于 是 
A[(n + 1)! 4-1] + (n-- 2)(2n 2 2) =0 (mod n +2) 


再 由 Wilson 定理 知 n + 2 也 是 素数 . 
反之 , nHnce285JXCORN, Wnz23FBH 


(n-1)!+1=0 (mod n) 

(n+1)!+1=0 (mod n- 2) 
{HE n(n--1) = (n- 2)(n — 1) +2, BEA 2(n — 1)! -1 = k(n-2), H 
Ht k AMER. H (n — 1)! = —1 (mod n), Bf AI 2k +1 = 0 (mod n). 
代入 前 式 得 到 4(n — 1)! -- 2 = —(n + 2) (mod n(n + 2)), 所 以 
A[(n — 1)! - 1] +n =0 (mod n(n + 2)). o 


这 个 刻画 方法 对 于 决定 挛 生 素数 没有 实际 价值 . 
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挛 生 素数 主要 问题 是 : 是 否 存 在 无 穷 多 挛 生 素数 对 . 1919 
年 ， Brun 证 明了 一 个 著名 的 结果 ， 即 和 式 


Ue ad b.c 1 1 1 1 
os) Gorg) rara) roter ees 
收敛 于 一 个 数 B, 其 中 求 和 过 所 有 挛 生 素数 对 (p. p + 2).B 现在 叫 
Brun 常数 . 

这 个 结果 并 不 排除 存在 无 穷 多 对 挛 生 素数 的 可 能 性 ， 但 告诉 
我 们 这 些 挛 生 素 数 对 会 越 来 越 远 ， 从 而 使 它们 的 倒数 之 和 为 有 限 
的 实数 . 

基于 计生 素数 分 布 的 数据 经 验 ， Shanks 和 Wrench(1974), 
Brent (1976) 等 都 对 B 作 了 计算 ， 较 近 的 结果 是 Nicely(2001) 得 
到 

B = 1.9021605823--- 


Brun 还 证 明了 : 对 每 个 m 2 1 均 存 在 连续 m 个 素数 都 不 是 挛 生 
素数 . 

对 每 个 z > 1, 以 rz(z) 表示 满足 p--2 < z 的 挛 生 素数 对 
(p,p--2) 的 个 数 . Brun 在 1919 年 宣称 : 存在 一 个 有 效 可 计算 的 
整数 zo, 使 得 当 m > zo 时 ， 

100z 


m) < Tg ay 


证 明 出 现 于 1920 年 . 

m(x) 的 上 界 归结 于 决定 常数 和 误差 项 大 小 . Bombieri 和 
Davenport 于 1966 年 作 了 此 事 . 证 明 可 见 Halberstam 和 Richert 
”的 书 ， 它 是 第 法 的 一 个 应 用 .结果 为 

1 
se <2 TT (1- oos) og 


p>2 
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关于 C 的 最 好 值 为 Bombieri, Friedlander 和 Iwaniec(1986) 的 
C=3.5 和 S. Lou( 楼 世 拓 , 私人 通信 ) 的 C = 3.13. 更 早 些 时 候 ， 
Hardy 和 Littlewood(1923) 根据 经 验 ， 猜 想 有 


z 
malt) ~ O Tog ay 
其 中 无 穷 乘积 
c= II (1- zou) 


叫 作 挛 生 素数 常数 ( 见 第 六 章 6.4 35). Wrench 于 1961 年 计算 出 
C2 = 0.66016 --- 为 了 和 弄 清 楚 常数 C2, Hardy 和 Littlewood MAK 
式 的 理由 后 来 由 其 他 作者 加 以 解释 ， 并 且 由 Golomb (1960) 进 一 
步 加 以 简化 . 我 想 有 必要 描述 一 下 给 出 常数 Co 的 理由 ,尽管 推理 
并 不 是 很 严格 的 . 

由 素数 定理 可 知 m(z)/z ~ 1/ lg x, 所 以 正 整数 n 为 素数 的 概 
率 是 1/lgn. 而 ?+ 2 为 素数 的 概率 也 是 一 样 的 . 所 以 若 这 两 个 事 
件 是 独立 的 , 则 Al me 2 同时 为 素数 的 概率 为 1/(lgm)2. 但 是 这 
两 个 事件 不 是 独立 的 .因为 若 n > 2 为 素数 ， 则 nn 为 奇数 ， 所 以 
n+2 也 是 奇数 .考虑 到 n+ 2 在 奇数 子 集合 中 ， 它 为 素数 的 概率 
应 当 加 一 个 矫正 因子 2. 

对 每 个 奇 素数 p A n,n 属于 (p 一 1)/p 个 同 余 类 当中 的 一 个 . 如 
果 n+2 也 是 素数 , 并且 ptn+2, 则 n+2 属 于 前 面 (p —2)/(p — 1) 
个 同 余 类 当中 的 一 个 ， 所 以 对 每 个 素数 p > 2, 在 计算 概率 时 要 考 
虑 加 上 因子 


p-2 /p-1_ p(p-2) 1 
d r (-i 1 iP 
从 而 根据 这 种 经 验 考虑 ， mo (n)/n 应 为 C2/ (lgn)?. 
为 了 对 mo(z) 的 增长 状况 有 所 感觉 , 我 取出 Brent(1975, 1976) 
和 Nicely(1995, 2001) 的 一 部 分 计算 结果 列 成 表 4.3. 


: 202- 


表 4.3 FERRINNE 


r z2(z) 
10? 35 
10* 205 
105 1224 
10$ 8 169 
107 58 980 
105 440 312 
109 3 424 506 
1019 27 412 679 
1011 224 376 048 
1012 1 870 585 220 
1013 15 834 664 872 
1014 135 780 321 665 
105 1 177 209 242 304 
记录 


关于 不 超过 一 给 定数 z 的 挛 生 素数 对 的 个 数 mo (n), 其 最 大 的 
确切 值 是 由 Nicely 于 2003 ^E 2 月 算出 的 


7:2(4.35 x 1015) = 4698614557533 


记录 

表 4.4 给 出 已 知 的 最 大 杰 生 素数 对 . 

如 果 2k 个 相 邻 素数 形成 个 迹 生 素数 对 ， 称 之 为 k NEE 
素数 束 . 是 否 存在 任意 阶 的 挛 生 素数 束 , 是 一 个 未 解决 的 问题 . 但 
是 它 可 以 由 Dickson 的 另 一 个 未 被 证 明 的 猜想 ( 见 第 六 章 6.1 节 的 
Ds) 推出 来 . N.B.Backhouse 告诉 我 1~7 阶 的 最 小 挛 生 素数 束 ， 
它们 的 起 始 素数 分 别 为 3, 5, 5, 9419, 909287, 325267931, 678771479. 
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表 4.4 已 知 的 最 大 李 生 素数 对 


素数 对 位 数 发 现 者 时 间 (年 ) 
33218925 x 2169690 4 1 51090 — D.Papp, P.Jobling, 2002 
G.Woltman and Y.Gallot 

60194061 x 2/1395? +1 — 34533 ^ D.Underbackke, G.Woltman 2002 
and Y.Gallot 

1765199373 x 2107520 E | — 32376 ^ J.McElhatton and Y.Gallot 2002 

318032361 x 2107001 + 1 32220 D.Underbakke, P.Carmody, 2001 
C.Nash et al. 

1807318575 x 298305 + 1 29603 D.Underbakke, P.Carmody, 2001 
and Y.Gallot 

665551035 x 250025 + 1 24099 D.Underbakke, P.Carmody 2000 
and Y.Gallot 

781134345 x 295955 +1 — 20011  D.Underbakke, P.Carmody, 2001 
C.Nash et al. 

1693965 x 29955? +1 — 20008  G.La Barbera, P.Jobling 2000 
and Y.Gallot 

83475759 x 255955 +1 — 19562 ^ D.Underbakke, P.Jobling 2000 
and Y.Gallot 

291889803 x 29099? +1 ^ 18098  D.Boivin and Y.Gallot 2001 

记录 


最 小 的 8 EAE: SCORE MI P.Carmody 于 2001 年 1 月 发 
现 的 ， 它 的 起 始 素数 为 1107819732821. 最 小 的 9 阶 挛 生 素数 束 
是 由 D. DeVries 和 P. Sebah 于 2002 年 3 月 发 现 的 ， 起 始 素 数 为 
170669145704411. 


已 经 有 许多 人 试图 用 得 法 来 证 明 存 在 无 穷 多 对 挛 生 素 
数 . Brun 在 1920 年 的 著名 文章 中 证 明了 2 可 以 有 无 穷 多 种 
方法 表示 成 2=m 一 n, HH m Al n MRL A (不 必 不 同 的 ) 
素数 之 乘积 . 

目前 最 好 的 结果 是 陈景润 于 1966 年 得 到 的 (发 表 于 1973, 
1978). 他 证 明了 2 可 以 有 无 穷 多 种 方法 表示 成 2=m 一 p, 其 
+ p NRE, Til m 是 至 多 两 个 (不 必 不 同 的 ) 素数 之 乘积 . 
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FF BR FS FE Hk SCBUMS Hirt Ye RE REEL TU] (ML 4.6 节 ). 

4.2 节 的 一 般 Polignac 猜想 也 可 部 分 地 按 挛 生 素数 猜想 的 方 
式 研究 . 对 于 大 > 1 和 了 z > 1, 以 rok(z) 表示 满足 Pnt € T, Puri- 
pn = 2k 的 整数 n > 1 的 个 数 . 采用 Brun 得 法 ， 可 以 证 明 存在 一 
个 常数 Ck > 0, 使 得 


Tak(r) < Crap 


44 k- 素数 组 


前 面 我 考虑 了 挛 生 素数 对 (pp + 2). 这 是 具有 最 小 可 能 差 值 
2 的 两 个 相 邻 素数 .类似 地 ， 可 以 定义 3- 素数 组 (po. p, p2), 其 中 
Po < pi < pa 并 且 具 有 最 小 可 能 的 差 值 pz — pi. 这 样 的 3- 素数 组 
共有 了 两 类 : (p,p + 2,p + 6)(MMl (11,13,17)) 和 (p,p + 4,p + 6)(4m 
(7,11,13)). 另 一 方面 ， 若 p,p 十 2,P 十 4 均 为 素数 ， 则 只 有 p= 3， 
因为 这 三 个 数 当 中 必 有 一 个 被 3 整除 . 

4- 素数 组 (po, pi, p2, p3) 是 指 po < pi < pa < ps 为 相 邻 素数 ， 
并 且 ps — po 达到 最 小 可 能 . 由 于 pp 十 2,p 十 4,p 十 6 不 能 同时 为 
素数 ， 所 以 最 小 差 值 不 能 为 6. 但 是 11, 13, 17, 19 均 为 素数 ， 所 以 
最 小 差 值 为 8, 并 且 (11, 13,17,19) Æ 4- 素数 组 . 而 每 个 4- 素数 组 
必 为 形式 (p,p + 2,p + 6,p + 8). 

HAH, XT k > 2, 假设 

(i) bi < b2 < «by 

(ii) pp by, ,Pp 十 bk-1 是 大 个 相 邻 素数 ; 

(ii) 不 存在 素数 序列 qo < gl < … < qai 使 得 ok-l — qo < 


by a. 
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则 (p,p+b1,… ,ptbe—1) 叫 作 是 一 个 大 素数 组 ,而 (bi, ba, ,bk-1) 
叫 作 k- 素数 组 的 类 型 . 
现在 我 引入 下 列 记号 ， 对 每 个 实数 z > 0, 令 


T2,6(Z) = #{3- RRA (p, p + 2, p + 6) p < z) 


T4.6(Z) = #{3- SOBR( p + 4,p + 6)| p < x} 
类 似 地 


T2,6,8(Z) = #{4- RMA(p, p + 2,p + 6,p + 8)| p & x) 


1 1 1 
B. = l2. ——a— 
id TIT zii) 
1 1 1 
B. = PaK a 
d Yun) 


1 1 1 1 
eth aerate ree), 
其 中 求 和 分 别 过 相应 的 3- 素数 组 和 4- 素数 组 ， MRA RH 
(p.p + 2) 关于 倒数 和 的 Brun 结果 那样 ， 上 面 诸 和 式 也 都 是 收敛 
的 ， 当 然 这 与 相应 k- 素数 组 的 无 穷 性 质 并 不 矛盾 . 
T.R.Nicely 1999 年 告诉 我 : 对 于 N = 1.5 x 10!5 


T2, 6(N) = 110261940034 
T4, (N) = 110262203391 


72.6, (N) = 4737286827 
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记录 

下 面 对 大 > 3 给 出 已 知 的 最 大 k- 素数 组 的 明显 例子 ， 来 源 于 
T.Forbes. 

(1) 3- 素数 组 (p, p + 2, p + 6), p = (90159302514 x d(d +1) + 
210)(d — 1)/35 +5, 其 中 4 = 4436 x 3251# (4135 fij, D.Broadhurst 
4% 2002) 

(2) 3- 素数 组 (p, p +4, p +6), p = (108748629354 x d(d + 1) + 
210)(d — 1)/35-- 7, HER d = 4436 x 32514: (4135 fi, D.Broadhurst 
4$ 2002) 

(3) 4- 素数 组 (p, p-- 2, p-- 6, p4- 8), p = 10271674954 x 29994 + 
3461 (1284 f, M.Bell 4 2002) 

(4) 5- 素数 组 (p.p + 2, p - 6, p+ 8, p - 12), p = 31969211688 x 
23993 + 16061 (1034 fz, N.Luhn 4 2002) 
作为 实际 计算 的 成 就 ， 最 大 的 17- 素数 组 为 


(p,p + 6,p + 8,p + 12, p + 18, p + 20, p + 26, p + 32, p + 36, 
p+ 38, p + 42, p + 48, p + 50, p + 56, p + 60, p + 62, p + 66), 
p = 2845372542509911868266811 

(25fz, J.Waldvogel 和 P.Leikauf 2000) 


X k £u, CARE k- 素数 组 的 例子 . 但 是 大 很 大 时 情况 
完全 不 同 ， 找 到 一 个 k- 素数 组 都 很 困难 . 当 大 = 1010” 时 我 们 能 
做 些 什么 ?怎样 才能 知道 至 少 存在 一 个 k- 素数 组 ? 这 是 很 有 趣 
的 问题 ， 现 在 较 详 细 地 作 一 介绍 . 

Wk 22. 一 个 (k — 1)- 整数 组 (b1,52,… ,bk-1) 叫 作 是 允许 
的 ， 是 指 

(i) à < b < +++ < bia; 


(ii) 对 每 个 素数 9 < k. 同 余 类 集合 (0, 1, b2,--+ ,be-1 (modg)} 
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AR a 所 有 同 余 类 的 真子 集 . 

如 果 (b1,b2,… ,bk-1) 是 允许 的 , Mg = 2 可 知 b; 均 为 偶 
数 . 在 所 有 人 允许 (k — 1)- 整数 组 当中 取 bri 最 小 者 的 那些 叫 作 
严 紧 的 (tight). PM, Xk < 4, 严 紧 的 (k 一 1)- 允许 整数 组 为 
(2),(2,6),(4,6), (2,6,8). 

我 们 采用 Hensley 和 Richards(1974) 中 的 记号 ，p*(z) =k R 
示 存 在 允许 的 (k — 1)- 数组 (bi,52,… ,bk-1) 使 得 bey < z, 但 是 
不 存在 多 于 上 一 1 个 分 基 的 这 种 数组 ， 对 每 个 x 都 可 通过 有 限 步 
算出 p*(z) 来 . 但 是 当 z 很 大 时 ， 这 是 一 个 复杂 的 组 合 问题 . 

在 Hardy 和 Littlewood(1923),Schinzel 和 Sierpiriski(1958) 和 
其 他 作者 的 工作 中 也 曾 考虑 过 类 似 的 函数 .特别 是 考虑 过 


p(x) = lim sup (x(x + y) — (y)) 


BATA p(z) < p'(z). 

WEB] 设 p(z) =k, WIE y Sk Ak FRR p+ (O<i< 
k—1, bo =0), ST y <p<p+b <- <p+bk-ı cyte. 于 是 
bk-1 < x. 如 果 存 在 素数 q < k, 使 得 {bi modg|0<i<k-1} 
AR 4 全 部 同 余 类 , WA i 使 得 —p = b; (modg), FÆ q | p-- bi, 从 
Ma<k<y<ptbi =q, 而 这 是 不 可 能 的 . 所 以 (bo,b1,… ,bk-1) 
是 允许 的 ， 这 表明 kk < p(z). o 


一 个 很 有 趣 的 问题 是 比较 r(z) 和 p* (x). 数值 计算 始 于 Schinzel 
(1961), 而 Selfridge (未 发 表 ) 对 x < 500 证 明了 p*(z) < r(x). 但 
是 Hensley 和 Richards(1974) 的 以 下 定理 表明 这 种 情况 是 极为 罕 
SUAS: 

对 每 个 ,0 <e <lg2, HRA ro > 1, #4 co > zo 时 
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p'(z) — x(x) > (2-9 


特别 地 ， Jim (p*(z) — v(z)) = oo 

利用 一 个 精心 设计 的 计算 机 程序 ， W.Stenberg 在 1974 年 得 
到 p*(20000) > r(20000). 一 个 困难 问题 是 决定 p*(z) 的 阶 ， 是 否 
p(z) ~ w(x) ? 

下 面 猜想 特别 可 以 推出 k- 素数 组 的 存在 性 . 


k- 素数 组 猜想 Ek 22, 而 (bi bo, ,bk-1) 是 一 个 允许 的 
(k —1)- 正 整数 组 ， 则 存在 无 限 多 个 素数 p, 使 得 p,p 十 b1,… ,DP 十 
by i 均 为 素数 . 

特别 若 (bi, bz,… ,bk-1) 是 严 紧 而 允许 的 , 则 存在 无 穷 多 个 类 
型 (b1,b2,… ,bk-1) A] k- 素数 组 . 

在 第 六 章 6.1 节 我 将 考虑 Dickson 的 一 个 猜想 , 这 个 猜想 是 说 
在 某 些 条 件 下 一 些 线性 多 项 式 对 同一 自 变量 值 可 同时 取 素 数值 ， 
Schinzel 和 Sierpiński(1958) 对 此 猜想 作 了 透彻 的 研究 . 而 k- 素数 
组 的 猜想 是 说 : 若 (bi,b2,… ,bk-1) 是 允许 的 ， 则 多 项 式 X, X + 
by, X tbk- 可 以 无 穷 次 地 同时 取 素 数值 . 

在 证 明 k- 素数 组 猜想 之 前 需要 证 明 李 生 素数 猪 想 , 许多 致力 
于 此 项 研究 的 人 (包括 Erdós) 都 相信 k- 素数 组 猜想 是 正确 的 . 但 
是 在 现 阶段 ， 相 信 或 不 相信 此 猜想 均 纯 粹 是 情绪 所 致 . 


正方 的 论点 一 般 来 说 , 人 们 相信 挛 生 素数 狂想 正确 . 既然 如 
此 ,为 什么 k- 素数 组 猜想 对 k > 2 不 成 立 呢 ? 人 们 的 感觉 是 : 这 
些 问 题 对 于 每 个 k > 2 的 难度 是 一 样 的 ， 挛 生 素数 猜想 一 旦 被 证 
明 ， 其 方法 也 可 用 来 证 明 更 一 般 的 k- 素数 组 猜想 . “素数 之 家 ” 
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是 好 客 的， 它 有 容 乃 大 到 足以 接纳 挛 生 素数 对 ，3- 素数 组 ，4- X 
BA, o 以 及 一 切合 法 的 素数 族 . 


反方 的 论点 ”没有 看 到 或 摸 到 的 东西 是 不 存在 的 ， 没有 人 见 
过 人 允许 的 1010". 素数 组 .这 个 猜想 令 人 瞳 目 结 舌 ， 绝 对 没有 支持 
k- 素数 组 猜想 的 证 据 ， 比较 科学 的 依据 是 Hensley 和 Richards 如 
下 漂亮 结果 : 

Hardy 和 Littlewood 猜想 (4.1H) 和 k- 素数 组 猜想 不 能 同时 
正确 . 

证 明 如 果 k- 素数 组 猜想 成 立 ， 我 们 来 证 p'(z) < p(x). 由 
此 得 出 对 所 有 z > 1, 均 有 p*(x) = p(z). 

& p*(x) = k, 于 是 存在 允许 的 (K—1)- 整数 组 (bi, b2,- ,bk-1)， 
by-, < x, 由 k- 素数 猜想 ， 存 在 无 穷 多 个 素数 p, 使 得 p,p + 
bi ,P+bk-1 均 为 素数 .注意 p-1<p<p+bi < «pbi S 
p—1l-cz. 从 而 由 p(x) 的 定义 知 p(x) > k= p'(z). 由 已 经 提 到 的 
定理 , 存在 zo, 使 得 对 每 个 z > zop*(z) > n(z). 所 以 对 每 个 z, 由 
p(x) € p(x) 可 知 有 无 穷 多 个 网 使 得 r(z) < p(x) = n(z--y)-n(y). 
而 这 就 表明 在 k- 素数 组 猜想 成 立 之 下 ，Hardy-Littlewood 猜想 不 
成 立 . a 


Golomb 于 1992 年 发 表 一 个 关于 k- 素数 组 平移 特性 的 猜想 ， 
它 至 今 未 能 解决 . 

Golomb 猜想 存在 一 个 递增 整数 列 <a < aa <--- fot 
AK BB 之 1, 使 得 对 每 个 ne€ 世 ,在 序列 qi 十 nn <az 十 n <… PE 
数 的 个 数 均 不 超过 B. 


下 面 是 一 个 有 趣 的 例子 : 对 每 个 me Z, 形 如 (2k)? +n 的 
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数 中 只 有 有 限 多 个 素数 . 因为 在 n =0 K [n| > 2 时 这 显然 成 立 . 
而 对 m = +1, WA 


((2k)))? — 1 = (2k)! — 1)(((2k)!)? + (2k)! 4- 1] 
((2k)))? + 1 = (2k)! + 1]((2k)!)? — (2k)! + 1] 


但 是 对 这 个 序列 ， 找 不 到 猜想 中 所 说 的 界 B. 
1995 Æ, Ford 对 下 面 定理 给 了 一 个 漂亮 的 证 明 . 


k- 素数 组 猜想 和 Golomb 猜想 不 能 同时 成 立 . 
证 明 假设 序列 A = (aj): Al B > 1 满足 Golomb 猜想 所 述 
条 件 ， 则 如 前 所 述 ， 存 在 常数 c > 0 使 得 对 每 个 1 > 2, 
1 C 
H (3) a4 
HU 1 fii cl/igl > B. RES A = {ai,a2,… a], E? = Ar \ (ALN 
C), 其 中 C 是 奇数 全 体 或 偶数 全 体 ， 使 得 #(ALNC) 最 小 ， 于 是 
#(4 NC) < 1/2, 而 #(E2) 2 1(1 一 1/2). 根据 定义 ，E2 中 没有 元 
素 在 C 之 中 . 
又 令 Ey = Ej \ (EN C"), 其 中 O 是 整数 模 3 的 一 个 同 余 
类 ， 使 得 #(E2 nC') 最 小 . 于 是 4(E20 C') < 4(E2)/3 而 
wen > wo -3) »i(i- 26-3) 
并 且 Es 中 没有 元 素 属于 O. 继续 下 去 (对 所 有 素数 p < D, 最 后 
得 到 一 个 集合 E*, 使 得 
#(E*) > UT] (1-5) > | ME 
p< 
由 定义 #(E*) < L 并 且 对 每 个 素数 q < #(E*) < L(b| be E') 
的 模 9 同 余 类 集合 是 模 g 所 有 同 余 类 集合 的 真子 集 . 从 而 B* 是 
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允许 集合 .根据 k- 素数 组 猜想 ， 存 在 无 穷 多 素数 p, 使 得 p 和 
p-b(be E*) 均 为 素数 .对 每 个 这 样 的 p,{ai pli > 1) 中 均 包括 
多 于 B 个 素数 .这 导致 矛盾 . a 


A.Granville 在 1989 年 的 信 中 告诉 我 , 对 于 多 项 式 X?’+X+ck- 
素数 组 猜想 有 如 下 的 推论 . (I Molin 1997), 令 f(X) 2 aX? + 
bX+c, 其 中 a > b. 现 在 假设 2 | a-- b, 并 且 a 的 每 个 奇 素 因 子 9 
都 是 5 的 因子 . 

E k- 素数 组 猜想 成 立 ， 则 对 每 个 M > 1, 存在 无 穷 多 n > 1， 
使 得 f(0) + mw /0) 十 n,… ,f(M) 十 nn 均 是 素数 .用 第 三 章 3.3C 
的 术语 这 可 以 说 成 : 平移 多 项 式 gn(X) = FX) +n 的 素数 生成 长 
EKF M. 

证 明 4 S= {f(0),f(1),…,f(M)}. SHE S 是 允许 集合 . 
首先 f(0) = f(1) = … = f(M) =c(mod 2). MR q 为 a 的 奇 素数 
AF, Wa 也 是 5 的 因子 ， 从 而 也 有 fO)=fM=--=fM)= 
c (mod q). Ri q 为 奇 素数 并 且 q 不 是 a 的 因子 . Cu Mila! 使 得 
2u = 1(mod q), aa’ = 1(mod q), 则 对 每 个 s 


as? +bs +c = a(s? +a'bs) +c = a(s+ua’b)? +(c—a’u?b?) (modg) 


同 余 类 at?(mod q)(t € Z) 集合 有 (q + 1)/2 个 同 余 类 ， 所 以 存在 
y ETITA t, y z at? (mod q). & z = y + (c -at?). MRA 
5,0 < s < M 使 得 z= f(s)(mod q), JU 


y + (c — a'u?b?) = a(s + ua/b)? + (c — a'u?b?)(mod q) 


由 此 得 出 y = a(s + ua/b)? (mod q), 这 是 不 可 能 的 . 这 证 明了 S 
是 允许 集合 ,于 是 由 k- 素数 组 猜想 可 知 存在 无 穷 多 个 n, 使 得 
(X) = f(X) +n 在 s=0,1…，,M 处 均 取 素数 值 . 口 
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4.5 算术 级 数 中 的 素数 


45A ”存在 无 穷 多 个 ! 


狄 利 克 雷 于 1837 年 证 明了 一 个 经 典 的 重要 定理 : 

如 果 d > 2 和 a 关 0 均 为 整数 ， 并 且 d 和 a 是 互 素 的 ， 则 在 
算术 级 数 

a,a+d,a+2d,a+3d,--- 

中 包含 无 穷 多 个 素数 . 

这 个 定理 的 许多 特殊 情况 早 就 知道 ， 包 括 欧 几 里 得 定理 (a = 
1,d = 2). 而 对 d=4 或 6,a = 一 1 的 情形 可 以 用 类 似 于 欧 几 里 得 
的 方法 证 明 ， 利用 二 次 剩余 的 简单 性 质 ， 不 难 证 明 以 下 一 些 算术 
级 数 中 均 包 含 无 穷 多 个 素数 . 


d=4,a=1 
d=6,a=1 
d=3,a=1 


d=8,a=3,5K7 (这 也 包含 d = 4 的 算术 级 数 ) 
d4=12a=5,7 或 11 (这 也 包含 4 = 6 的 算术 级 数 ) 


对 于 d = 8,16,--- 或 更 一 般 地 d = 2r 而 a = 1, 有 一 个 简单 
的 证 明 ， 考虑 f(N), 其 中 


f(X) =X2 41, N 22pipi -Pn 


而 每 个 素数 p; = (mod 27), 然后 用 费 马 小 定理 . 根据 这 个 提示 ， 
读者 自己 会 找到 证 明 . 
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当 a= 土 ] 时 ， 对 于 任何 d 都 有 初等 证 明 ， 但 是 证 明 并 不 简 
单 ， 需 要 分 圆 多 项 式 的 一 些 基 本 性 质 . 

Hasse 在 《数论 讲义 》 一 书 (Varlesungen über Zahlentheorie, 
已 有 斯 普 林 格 出 版 社 的 英 译本 ) 中 对 于 狄 利克 雷 定理 的 许多 证 明 
有 详细 的 论述 ， Selberg 于 1949 年 给 出 狄 利克 雷 定理 的 一 个 初等 
证 明 ， 其 方法 类 似 于 他 对 素数 定理 的 初等 证 明 . 

对 于 狄 利 克 雷 定理 ， de la Vallée Poussin 给 出 如 下 的 加 性 密 
度 结果 . MF LRA aM d, VAR m 21, 


Ta (x) = #{ KR p < x | p = a(mod d)} 


则 
1 x 
Tdia(Z) ~ wid) ws 
注意 右边 与 满足 gcd(a,d) = 1 的 a 无关， 由 此 可 知 
Td,a(2) 1 


zoo A(z) — w(d) 

这 可 以 说 成 : 算术 级 数 {a+ kd | k > 1) 中 的 素数 组 成 的 集合 (对 
于 全 体 素 数组 成 的 集合 ) 具有 自然 密度 1/p(d). 

虽然 rdua(z) 的 渐 近 性 状 对 每 个 a(1 € a € d,gcd(a,d) = 
1) 是 一 样 的 ， 切 比 雪夫 在 1853 年 就 发 现 对 较 小 的 zral(z) < 
73,2 (z),maa (7) < 7d,3(z). 换 句 话说 , 一 直到 不 太 大 的 c, 形 如 3k 十 2 
的 素数 多 于 形 如 3k 十 1 的 素数 (同样 地 ， 形 如 Ak -3 的 素数 多 于 
形 如 Ak -- 1 的 素数 ). 这 些 不 等 式 是 否 对 所 有 c 均 对 ?情形 与 不 
FA n(x) < Li(z) 有 些 类 似 ， 也 像 Littlewood 定理 一 样 ， 可 以 
证 明 这 些 不 等 式 有 无 穷 多 个 情况 是 不 对 的 . Leech 在 1957 年 算 
出 zl = 26861 是 使 rt,i(z) > ra,s(z) 成 立 的 最 小 素数 . Bays 和 
Hudson(1978) 发 现 zi = 608981813029 是 使 rai(z) > az(z) 成 
立 的 最 小 素数 . 
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1977^4E, Hudson 给 出 计算 raa(z)( 算 术 级 数 {a+ kd | k > 0) 
中 小 于 r 的 素数 个 数 ) 的 一 个 公式 , 类 似 于 r(z) 的 Meissel 公式 . 
Hudson 和 Brauer 在 同一 年 还 详细 地 研究 了 特殊 算术 级 数 4k +1 
和 6k x 1. 

以 下 记 {pnjnz1 为 全 体 素 数 的 递增 序列 ， 利 用 精细 的 解析 方 
法 ， Shiu 在 博士 论文 (1996) 中 证 明了 关于 算术 级 数 中 相 邻 素数 
的 如 下 定理 (还 可 见 他 2000 年 的 文章 ) : 

设 a 和 d 是 互 素 的 自然 数 ，1 < a <d, 则 存在 正 实数 Zo 和 
C( 均 依赖 于 a 和 d), 使 得 对 每 个 实数 zx > zo0, 均 有 n 之 1 和 
log, z log4 £ 


l/e(d) 
(logs x)? | 


e»c| 


满足 pn+k <0 并 且 Pozi = Page € 058 paa = a(mod d) 

这 表明 : 每 个 可 允许 的 算术 级 数 均 包含 任意 长 的 相 邻 素数 序 
列 . 这 是 因为 当 z 趋 于 无 穷 时 ， 大 也 趋 于 无 穷 . 但 这 并 不 是 说 这 
些 相 邻 素数 本 身 也 形成 算术 级 数 . 


4.5B ”算术 级 数 中 最 小 素数 


Wd2255]la2 1 (JC 8.3. 以 p(d,a) 表示 算术 级 数 {a 二 kd | 
k 2 0) 当中 的 最 小 素数 .能 否 给 出 p(d,a) 的 一 个 只 依赖 于 a 和 4d 
的 上 界 ? 

令 p(d) = max{p(d,a) | 1 < a < d,gcd(a,d) = 1) 能 否 给 出 
pd) 的 一 个 只 依赖 于 d 的 上 界 ， 能 否 给 出 p(d) 的 下 界 ? 

下 面 是 Linnik 1944 年 一 个 定理 , ETE PRR 
果 之 一 . 

存在 do >2 42 L>1, 使 得 对 每 个 d > dop(d) < d. 

绝对 常数 工 叫 作 Linnik 常数 ， 它 是 可 有 效 计算 的 . 一 个 重要 
的 事情 是 计算 工 的 值 . 潘 承 洞 第 一 个 计算 了 这 个 常数 , 在 1957 年 
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448 L < 5448. 随后 有 一 系列 文章 使 这 个 估计 不 断 地 改进 . 


记录 

Heath-Brown (1992) 证 明了 L < 5.5, 优 于 陈景润 和 刘建明 
(1989) Bj L < 13.5. 在 这 之 前 的 工作 还 有 陈景润 (1965), Jutila 
(1977), Graham (1981). 


Schinzel 和 Sierpiski(1958) 和 Kanold(1963) 猜想 L=2, 即 对 
充分 大 的 d > 2,p(d) < d^. 更 明确 地 说 , 若 1 < a < d, gcd(a, d) = 1, 
则 在 a,a 十 d,a 十 2d,… ,a 十 (d 一 1)d 当中 必 有 素数 . 

Heath-Brown 于 1978 年 猜想 p(d) < Cd(lg d)?, 而 Wagstaff 4E 
FARE 1979 年 认为 p(d) ~ y(d)(lg d)? 

关于 pld) 的 下 界 , 我 首先 要 指出 Schatunowsky(1893) 的 下 面 
485%, Wolfskehl 于 1901 年 又 独立 地 证 明 . 


d = 30 是 具有 下 列 性 质 的 最 大 整数 : H 1 < a < d, gcd(a,d) = 
1, M a —1 或 者 a 为 素数 . 


证 明 是 初等 的 ， 可 见 Landau 的 书 《 素 数 》 (Primzahlen 1909) 
第 229 页 由 此 即 知 当 d > 30 时 p(d)>d+1. 
由 素数 定理 可 得 到 : 对 每 个 。> 0 和 充分 大 的 d, 均 有 


p(d) > (1 — e)e(d)lgd 
由 此 可 得 
p(d) 
lim inf — ——— va) ee 
1980 年 Pomerance 证 明了 更 强 的 结果 
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p(d) 
v(d)lgd 


其 中 7 是 欧 拉 常 数 , 另 一 方面 ,以 @ 表示 具有 多 于 exp(log2 d/ logs d) 
个 不 同 素 因子 的 整数 d > 2 所 组 成 的 集合 ， 则 对 Q 以 外 的 每 个 d 


lim inf > e = 1.78107--- 


sos e p(d) -— 
lim inf PORT xtq2e 
其 中 
iz (logs d)? 
” (log, d)(logs d) 


注意 Jim ta = 09. 特别 地 ,全 体 p(d)/(p(d)lgd) 组 成 无 界 集合 . 

对 于 这 个 问题 ， Prachar 和 Schinzel 在 1961 和 1962 年 也 得 
到 以 下 相关 结果 . 

注意 集合 Q 的 密度 为 零 ， 这 是 因为 d 的 不 同 素 因 子 个 数 的 平 
EEX log, d. 

1990 4£, Granville 和 Pomerance 猜想 : 对 于 d > 2 和 某 个 常 
数 C> 0, 有 

p(d) > Ce(d)(lg d)? 


4.5C ”素数 组 成 算术 级 数 


现在 考虑 如 下 的 问题 : 是 否 对 每 个 k>3 均 存在 k 个 素数 
Pi < pz <…<pr 使 得 它们 形成 算术 级 数 , BI p-p = p-p 
mcm Pk — Pher: 

1939 4E, van der Corput 证 明了 : 有 无 穷 多 个 3 素数 组 是 算术 
级 数 ( 见 4.6 15).1944 Æ, Chowla 又 证 明了 此 事 , 而 Heath-Brown 
于 1985 年 由 更 一 般 的 定理 又 推出 这 个 结果 . 


事实 上 ， ta = 2(iogs2)2 为 常数 —— 译 者 注 . 
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不 难 给 出 4 个 (或 者 更 多 ) 素数 形成 算术 级 数 的 例子 . 但 是 是 
否 对 每 个 之 4, 均 存 在 无 穷 多 个 k- 素数 组 形成 算术 级 数 ? 这 个 
问题 至 今 未 解决 . 

先 考查 上 = 4 的 情形 ， 从 中 可 知 这 个 问题 有 多 么 困难 . 目前 
最 好 的 结果 是 Heath-Brown 给 出 的 . 他 在 1981 年 证 明了 : 存在 无 
FLA {01,02,03 4a4} 形成 算术 级 数 ， 其 中 3 个 a; 为 素数 ， 而 另 

-个 是 至 多 两 个 (不 必 不 同 ) 素数 的 乘积 . 

人 们 猪 想 对 每 个 k > 3, 至 少 存在 大 个 素数 形成 算术 级 数 . 

由 很 长 的 素数 列 形成 算术 级 数 ， 这 方面 有 许多 计算 结果 . 

记录 

目前 所 知 形成 算术 级 数 的 素数 列 最 长 为 22, 其 中 最 小 的 素数 
为 p = 11410337850553.， 而 公差 为 d = 4609098694200, 这 是 在 
1993 年 3 月 17 日 发 现 的 (发表 于 1995 年 ), 是 由 P.Pritchard( 澳 大 
利 亚 ， BEŽ, Griffith KÆ) 指挥 60 多 台 计 算 机 算出 来 的 ， 这 
是 一 个 真正 的 国际 合作 项 目 , 这 个 22 项 素数 组 成 的 算术 级 数 是 在 
挪威 的 Bergen 找到 的 . 他 们 也 得 到 许多 由 21 个 素数 组 成 的 算术 
级 数 . 


在 这 之 前 的 记录 为 Young 和 Fry(1987, 20 项 ), Pritchard(1985, 
19 项 ; 1982, 18 项 ) 和 Weintraub (1977, 17 项 ). 这 种 研究 的 计算 
其 是 很 大 的 . 

与 此 有 关 的 是 下 面 一 个 容易 证 明 的 结果 ， 它 由 M.Cantor 于 
1861 年 推出 , 书面 见于 Dickson 《数论 史 》 一 书卷 1 的 第 425 页 . 

设 d 之 2,0,4 二 d,… ,Q 十 (n 一 1)d 是 由 素数 组 成 的 算术 级 数 . 
q 是 不 超过 n 的 最 大 素数 ， 则 或 者 II» ld, RA a= gq 并 且 

Psa 

II p |a. 


P<9 
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WS] 首先 注意 ， 若 素数 p 不 整除 d, 并 且 a,a+d,--- a+ 
(p 一 1)4 均 为 素数 ， 则 这 p 个 数 彼此 模 p 互 不 同 余 ， 从 而 了 恰好 
除 尽 其 中 的 一 个 现在 设 I p 不 整除 d, 则 存在 素数 p < n, 使 得 


PS4 
pid. 取 满 足 此 条 件 的 最 小 素数 p, 由 前 所 述 , 存在 (0 < j <p-1) 
使 得 p14a+jd. Fi p=a+ jd, NX a jd 为 素数 . 但 是 a 也 
是 素数 ， 如果 a #a+jd, Wih p 的 选取 知 a) d, Aii a| p, 于 
是 a = pt jd. 这 就 表明 p=a. d; pa, Wi p n — 1, 从 而 
p|a- pd, fie p — a+ pd = p(1 + d), REAM. BLES 
T: & płd, Wl q—a3FH. [pla a 
PS9 p<g 

拉 格 朗 日 曾 证 明了 上 述 命 题 的 一 个 特殊 情形 . 

在 这 里 我 要 请 读者 回忆 : 我 们 在 第 三 章 3.2 节 曾 讨论 过 一 个 
更 困难 的 问题 ， 寻 求 p 个 素数 组 成 的 算术 级 数 ， 其 首 项 为 素数 p. 

比 这 还 要 困难 的 一 个 问题 为 是否 有 由 相 邻 素数 组 成 的 算术 
级 数 ， 其 项 数 可 以 任意 大 ? 


记录 
由 相 邻 素数 组 成 的 算术 级 数 , 目前 得 到 的 最 大 长 度 为 10 项 . 
其 第 一 项 为 


p =1009969724697142476377866555879698403295093246 
— 89190041803603417758904341703348882159067229719 


而 公差 为 210. 它 是 M.Toplic F 1998 年 3 月 2 日 找到 的 ，Toplic 是 
国际 范围 100 多 个 参与 者 之 一 . 这 项 工作 由 D. Dubner, T. Forbes, 
N. Lygeros, M. Mizony 和 P. Zimmermann 指挥 .在 此 之 前 的 记录 
也 是 由 “幸运 儿 ” M. Toplic 于 1998 年 1 月 24 日 找到 的 , 共 9 
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项 ， 公 差 为 210, 而 最 小 素数 是 


p —9967943206670108648449065369585356163898236408 
— 0991618395774048585529071475461114799677694651 


4.6 aS EN S 


哥 德 巴赫 在 1742 年 给 欧 拉 的 信 中 ， 表 示 他 相信 : 
(G) 每 个 整数 mn > 5 均 是 三 个 素数 之 和 . 

侈 拉 回 信 说 ， 容 易 看 出 这 等 价 于 ; 
(G') 每 个 偶数 2n > 4 均 是 两 个 素数 之 和 . 


BAF (C) MIL, 而 2n > 6, W 2n 2 — p p', KF pH p HK 
XC. 从 而 2n+1=3+p+p', Bl (G) 成 立 . RZE (G) 成 立 ,， 则 当 
2n 2 A WE 2n 2 — p4p +p", HH p,p',p” 均 为 素数 ， 然 后 可 知 
这 三 个 素数 中 一 定 有 一 个 (比如 说 是 p") 为 2. 于 是 2n = p yl. 

注意 (G) 对 无 穷 多 个 偶数 2p = p +p 是 对 的 (p 为 所 有 素数 ). 

-个 有 关 的 但 是 比较 弱 的 问题 是 : 是 否 每 个 大 于 5 的 奇数 均 

为 三 素数 之 和 ?这 叫 作 奇 哥 德 巴赫 猜想 . 由 它 可 推出 ;每 个 大 于 
6 的 整数 均 可 表示 成 不 超过 4 个 素数 之 和 . 

在 精细 的 解析 方法 和 筛 法 研究 出 来 之 前 ， 这 些 猜 想 的 进展 其 
jk. 虽然 已 经 作 了 许多 努力 ， 这 些 问题 至 今 仍 未 解决 . 

人 们 的 努力 分 成 三 条 主线 ， 它 们 可 以 (也 许 不 适当 ) 用 三 个 关 
键 词 来 表达 “HE”, “RRB, “H”. 


(a) 渐 近 性 命题 是 指 对 充分 大 整数 均 成 立 的 命题 . 
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这 方面 的 第 一 个 重要 结果 是 Hardy 和 Littlewood TE 1923 年 
的 一 个 渐 近 定理 ， 用 圆 法 和 黎 曼 猜想 的 一 个 修改 的 形式 ， 他 们 证 
明了 存在 no, 使 每 个 奇数 n > no 均 为 三 个 素数 之 和 . 

后 来 在 1937 年 ，Vinogradov 不 用 黎 曼 猜想 证 明了 上 述 结果 ， 
1985 年 Heath-Brown 给 出 了 另 一 个 证 明 ， 但 是 常数 no 不 是 有 效 
的 . 


Borodzkin 仔细 研究 了 Vinogradov 的 证 明 , 在 1956 年 给 出 no 
可 取 33” 107000000 1989 年 陈景润 和 王 天 泽 得 到 no = 10439 1996 
年 他 们 又 得 到 no = 107%. 但 是 这 仍旧 太 大 ， 不 足以 能 使 计算 机 
来 验证 小 于 no 的 奇数 . 

1997 年 ， Deshouillers,Effinger,te Riele 和 Zinoview 解决 了 这 
个 问题 ， 每 个 大 于 5 的 奇 整数 均 是 三 个 素数 之 和 ， 但 是 需要 假设 
类 似 于 黎 曼 猜想 的 一 个 猜想 成 立 ， 


(b) 对 于 上 之 1, 不 超过 上 个 素数 的 乘积 ( 素 因 子 可 以 相同 ) 
叫 作 k- RRR. 所 有 k- 殖 素 数组 成 的 集合 表示 成 Pr. 

用 殖 素 数 的 方式 考虑 问题 是 去 证 明 存 在 h,k > 1, 使 得 每 个 充 
分 大 的 偶数 都 可 表 成 一 个 k- 殖 素 数 与 一 个 h- RAZA. AAT 
希望 的 当然 是 大 和 户 均 为 1. 

在 这 个 方向 , 第 一 个 结果 是 由 Brun(1919, C. R.Acad.Sci.Paris) 
给 出 的 : 每 个 充分 大 的 偶数 都 是 两 个 9- 列 素 数 之 和 利用 不 断 改 
进 的 得 法 ， 这 个 问题 也 不 断 进展 . 1950 年 Selberg 证 明了 每 个 充 
分 大 的 偶数 都 在 集合 P+ Ps 中 ， 即 是 Po 中 一 个 整数 和 Ps 中 一 
个 整数 之 和 . 1947 年 Rényi 证 明了 : 存在 整数 k > 1, 使 得 充分 
大 的 偶数 均 在 Pit P, 之 中 .后 来 的 工作 是 给 出 上 的 值 . 

目前 最 好 的 结果 是 陈景润 给 出 的 (1966 年 宣布 ， 证 明细 节 发 
表 于 1973 年 和 1978 年 ). 在 他 的 著名 文章 中 给 出 最 接近 于 哥 德 巴 
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赫 猜 想 的 如 下 结果 : 

每 个 充分 大 的 偶 整 数 In 都 可 表 成 2n 二 p 十 m, 其 中 p 为 素 
Ik m € Po. 

与 此 同时 ， 陈 景 润 还 证 明了 一 个 “伴随 ”结果 : 存在 无 穷 多 
个 素数 p, 使 得 p+ 2 € Po. 这 十 分 接近 于 挛 生 素数 有 无 穷 多 的 猜 
想 . 用 同样 方法 还 可 以 证 明 : 对 每 个 偶数 2k > 2, 均 有 无 穷 多 个 素 
数 pb, 使 得 p+2k € Po. 所 以 2k 可 以 用 无 穷 多 种 方式 表示 成 m — p, 
其 中 p 为 素数 ， 而 m € Po. 

陈 氏 定理 的 证 明 可 见 Halberstam 和 Richart 的 书 ， 也 可 见 
Ross (1975) 给 出 的 简化 证 明 . 


(c) “ 基 ” 方 法 始 于 Schnirelmann(1930) 一 个 著名 的 定理 ， 
证 明 可 见 Landau 的 书 (1937) 或 Gelfond 和 Linnik 的 书 (1965 年 
英 译本 ) : 

存在 一 个 正 整数 S, 使 得 每 个 充分 大 的 整数 都 不 超过 5 个 素 
数 之 和 . 

由 此 可 以 推出 ， 存 在 一 个 正 整数 So > S, 使 得 每 个 大 于 1 的 
整数 都 是 不 超过 So 个 素数 之 和 .， So 叫 作 Schnirelmann 常数 . 哥 
德 巴赫 猜想 可 表示 成 : So = 3. 

Khinchin 在 他 短小 精练 的 书 (1947) 中 对 于 Schnirelmann 思 
想 和 数列 密度 用 一 章 作 了 有 趣 和 通俗 易 慌 的 介绍 . 

Schnirelmann 常数 的 有 效 决定 方面 有 许多 计算 结果 . 


记录 


目前 最 好 估计 So < 6 是 Ramaré 于 1995 年 给 出 的 ， 在 此 之 
前 的 最 好 结果 是 Riesel 和 Vaugham (1983) 的 So < 19. 
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1949 4E, Richert 证 明了 Schnirelmann 定理 的 一 个 类 比 : 每 
个 整数 n > 6 均 可 表 成 不 同 素数 之 和 . 请 读者 注意 : Schinzel 于 
1959 年 证 明了 哥 德 巴 幸 猜 想 可 以 推出 (从 而 等 价 于 ) : 每 个 整数 
n > 17 都 可 表 成 恰好 三 个 不 同 素数 之 和 .所 以 Richert 的 结果 为 
哥 德 巴赫 猜想 的 一 个 推论 . 


(d) RATH. 

现在 讨论 2n > 4 表 成 两 个 素数 和 表 法 个 数 ro(2n). 在 哥 德 巴 
赫 猜 想 被 证 明之 前 ， 72(2n) 可 能 为 0. 

Hardy 和 Littlewood 于 1923 年 给 出 下 面 的 渐 近 公式 . 他 们 的 
证 明 要 假定 黎 曼 猜 想 一 个 变化 的 形式 ,后 来 由 Vinogradov 去 掉 了 
这 个 假定 


r2(2n) < Ig lg 2n 


2n 

Te 2n)? 

对 于 n > 2, ea Pn 一 2 的 素数 p 
的 个 数 ， 显 然 r2(n) < 7*(n).Deshouillers,Granville,Narkiewicz 和 
Pomerance 于 1993 pes n = 210 是 使 r2(n) = z*(n) 的 最 大 

1985 ^E, Powell 在 数学 期 刊 Mathematics Magazine 中 提出 
一 个 问题 : 是 否 有 初等 方法 ， 证 明 对 每 个 大 > 0 均 存 在 无 穷 多 偶 
数 2n 使 得 72(2n) >k ? Finn 和 Frohliger 于 1986 年 给 出 一 个 解 
ik. 下面 是 我 给 出 的 证 明 ， 只 用 到 以 下 事实 在 不 超过 z 的 整数 
中 至 少 有 z/(21gz) 个 素数 , 这 是 比 切 比 雪夫 不 等 式 要 弱 的 命题 . 

证 明 取 z 使 z/(2lgz) > V2Kz+1. 以 PP 为 不 超过 Zz 的 所 有 
奇 素 数组 成 的 集合 . W [P| > z/(21gz). RS P» = {(p,4) | p,4 € 
P,p <q}, W 


1 zr T 
2 (N) 
Il 2 5 mesi ) 
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现在 令 f(p,q) = p a, W f 的 像 是 不 超过 2z - 2 的 偶数 ， 所 以 
f 的 像 集合 最 多 有 z 一 4 个 元 素 . 于 是 存在 n < 2z - 2, 使 得 集合 
{(p,9) € P. | pc =n} 的 元 素 个 数 至 少 ; 

人 
Z 一 4 2r MV2lgzr 


1) >k 


(e) 例外 集合 . 
WHE 24 4 
G'(z) = #{2n | 2n € z,2n 不 为 两 个 素数 之 和 } 

Van der Corput(1937),Estermann(1938) 和 Tschudakoff(1938) 
各 自 独 立地 证 明了 lim G'(z)/z = 0, 并 且 事实 上 对 每 个 w > 0 均 有 
G'(z) = O(z/(lg z)?).Heath-Brown 于 1985 年 给 出 另 一 个 证 明 . 

在 这 方面 的 最 好 结果 是 Montgomery 和 Vaugham(1975) 在 一 
篇 深刻 论文 中 给 出 的 : 存在 有 效 可 计算 的 a(0 < a < 1), 使 得 对 
每 个 充分 大 的 z,G"(z) < 217.1980 年 ， 陈 景 润 和 潘 承 洞 证 明了 a 
可 取 为 1/100, 而 陈景润 (1983) 又 改 成 a = 1/25( 潘 承 洞 也 独立 地 
证 明 此 结果 ). 

关于 哥 德 巴赫 猜想 的 数值 结果 ， 下 面 是 目前 的 记录 . 


记录 

(1) 先 考虑 三 个 素数 问题 . Saouter 于 1998 年 验证 了 每 个 小 
于 102 的 奇数 均 不 超过 三 个 素数 之 和 |. 

(2) 对 于 哥 德 巴 赫 猜 想 . Deshouilliers,te Riele 和 Saouter 于 
1998 年 验证 了 哥 德 巴赫 猜想 对 于 101 以 内 的 偶数 成 立 . Rich- 
stein(2001) 又 把 计算 扩大 到 4 x 1014. 最 近 T.Oliveira e Silva 进 一 
步 验证 到 8 x 1005, 并 且 还 在 继续 他 的 计算 工作 . 
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在 此 之 前 ， Sinisalo(1993) 验证 到 4 x 10" ,Granville,van de 
Lune 和 te Riele(1989) 验证 到 2 x 1010. 


哥 德 巴赫 问题 的 一 个 变异 

这 次 的 问题 是 把 每 个 奇数 表 成 一 个 素数 与 2 的 一 个 方 宕 之 
和 .从 而 它 既 像 哥 德 巴 赫 问 题 ， 又 像 挛 生 素 数 问题 . 这 个 问题 由 
Prince A.de Polignac 提出 ， 他 在 1849 年 宣称 ， 每 个 奇 自然 数 均 

一 个 素数 和 一 个 2 HEZA. 但 很 快 他 发 现 自己 的 证 明 有 错 

ix, Bg 959 就 没有 这 种 表示 方法 . 详 见 Dickson 的 《数论 史 》 
[SE T 424 页 . 

于 是 仍 需要 研究 集合 4 = {p+ 2* | p 为 素数 ,k > 1). 我 这 里 
只 介绍 一 部 分 结果 . Romanoff 于 1934 年 证 明了 A 具有 正 密 度 ， 
即 存 在 C > 0, 使 得 对 每 个 x>1,#{me A|m<z}/r>C. 

Erdós 于 1950 年 研究 了 此 问题 . 首先 由 素数 定理 得 到 #{m € 
A|m € z) = O(z). 他 还 证 明了 存在 由 奇 整数 组 成 的 一 个 算术 级 
数 ， 其 中 不 包含 任何 形 如 pe 25 € A 的 整数 . 

整数 n = 7,15,21,45,75,105 满足 以 下 性 质 ， 对 每 个 dba « 
n,n —2* 均 为 素数 . Erdós 猜想 不 再 有 正 整 数 满足 此 性 质 . 
R(n) = #{(p, k) | 2 为 奇 素 数 ,上 > 1, p + 2^ = n). Erdós 证 明 d 
在 C>0, 使 得 有 无 穷 多 个 n 满足 R(n) > Clglgn. 


4.7 SRI Carmichael 数 的 分 布 


现在 介绍 拟 素数 和 Carmichael 数 的 分 布 结果 . 
47A WRB 
以 Pr(z) 表示 不 超过 z 的 (以 2 为 基 ) 拟 素数 ， 而 (psp): < 
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(psp)z < … < (psp). < … 是 由 全 体 拟 素数 组 成 的 递增 数列 . 
1949 和 1950 Æ, Erdós 给 出 如 下 估计 : 存在 C > 0, 使 对 充分 大 
的 > 

Clgz < Pr(z) < ea 


利用 第 二 章 2.8 节 介绍 的 Lehmer 方法 来 产生 无 穷 多 个 以 2 WHEN 
拟 素数 ， 从 而 容易 证 明 更 明确 的 结果 : x > 341, 则 0.1711gz < 
Pr(z). 我 马上 要 指出 ， 这 些 结果 后 来 有 很 大 改进 . 

由 这 些 估计 可 推出 


是 收敛 的 (这 首先 由 Szymiczek 于 1967 年 证 明 ), 而 


> aa ex 


n=1 
是 发 散 的 (这 首先 由 Makowski 于 1974 年 证 明 ). 
为 了 计算 拟 素数 、 欧 拉 拟 素数 和 强 拟 素数 (以 任意 a > 2 为 
基 ) 的 个 数 ， 较 方便 的 是 采用 以 下 记号 
Pra(z) = #{n|1 <n <z, n¥ psp(a)}, Pr(z) = Pro(z) 
aN #{n|l<n<a, n} epsp(a)}, EPr(z) = EPrz(x) 
SPra(z) = #{n|1 <n <r, n} spsp(a)}, SPr(z) = SPro(z) 
显然 SPra(x) < EPma(x) € Pra(z). 
现在 考虑 这 些 函 数 的 上 下 界 估计 . 
对 于 Pr(z) 的 上 界 ， Pomerance 改进 了 Erdós(1956) 结果 ， 
F 1981 年 证 明了 : 对 所 有 大 c fH, 


Pr(z) < — z eye 
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其 中 


Ua) = eec lls l62/lelg £ 


对 任何 基 a > 2, 这 也 是 Pra(x) 的 上 界 . 
对 于 下 界 ， 目 前 最 好 的 结果 是 Pomerance 于 1982 年 给 出 的 
( 见 他 文章 中 的 注 记 3) 


eugz) ”< SPra(z) 


其 中 a = 5/14. 利用 Lehmer 产生 对 基 2 拟 素数 的 初等 方法 ， 可 
以 得 到 一 个 明显 的 但 是 较 弱 的 下 界 0-1711gz < Pr(z). 

由 拟 素 数 表 可 建议 ， 对 每 个 z > 170, E z 和 2z 之 间 必 存在 
拟 素数 .但 这 并 术 被 证 明 . 这 方面 还 有 Rotkiewicz(1965) 如 下 结 

对 每 个 整数 n> 19, An 和 n? 之 间 均 存在 拟 素数 . 进而 ,对 
每 个 <> 0 均 存 在 zo = role) > 0, 使 得 当 z> zo 时 在 了 fo rte 
之 间 均 存在 拟 素数 . 

关于 算术 级 数 中 的 拟 素 数 ， Rotkiewicz 在 1963 和 1967 年 证 
明了 : 

4 ad > lgced(a,d) =1 则 在 算术 级 数 (a-- kd] k 2 1) PA 
无 穷 多 个 拟 素数 . 

以 psp(d, a) 表示 在 上 述 算术 级 数 中 的 最 小 拟 素数 . Rotkiewicz 
于 1972 年 证 明了 : 

对 每 个 = > 0 和 充分 大 的 d, 均 有 lgpsp(d,a) < d^ te, 其 
P LX Linnik 常数 ( 见 44 节 ). 

上 述 结果 由 van der Poorten 和 Rotkiewicz 在 1980 年 加 以 推 
J^ 车 a,d > 1,gcd(a,d) = 1, WITA b > 2 算术 级 数 {a+ kd | 
k 21) 中 包含 无 穷 多 个 以 5 为 基 的 奇 的 强 拟 素数 . 
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4.7B Carmichael 数 分 布 


现在 谈 Carmichael 数 的 分 布 . 以 CN(z) 表 示 不 超过 z 的 
Carmichael 数 的 个 数 . 

先 讨 论 CN(z) HEH. 1956 年 Erdós 证 明了 : 存在 常数 
a > 1/2, 使 得 对 每 个 充分 大 的 x 


CN(z) < -£ 


I(x)* 


其 中 U(x) 定义 见 4.7A 小 节 . 
Pomerance, Selfridge 和 Wagstaff 在 1980 年 将 此 结果 改进 为 ; 
对 每 个 s > 0, 均 存 在 zo(e) > 0, 使 得 当 z > zo(s) 时 


T 
CN(z) € y~ 


求 CN(z) 下 界 是 困难 的 . Alford,Granville 和 Pomerance(1994) 
在 证 明 存 在 无 穷 多 Carmichael 数 的 时 候 ， 也 给 出 对 充分 大 2, 有 
CN(z) > z2/7.Pomerance,Selfridge 和 Wagstaff 猜想 对 充分 大 v, 
YA CN(a) > z/l(x)!-*.Granville 1992 年 文章 是 上 述 诸 结果 的 
一 个 通俗 介绍 . 

现在 谈 关 于 拟 素 数 和 Carmichael 数 的 表 .， 1938 年 Poulet YE 
定 出 108 以 内 (以 2 为 基 ) 的 全 部 ( 奇 ) 拟 素数 ， 其 中 也 散 见 一 些 
Carmichael XX. Swift 于 1975 4Ex& f. 10? 以 内 的 Carmichael 数 
#8, mi Yorinaga F 1979 年 扩大 到 1019, 

Pomerance,Selfridge 和 Wagstaff(1980) 的 表 给 出 25 x 10° 以 
内 的 拟 素数 、 欧 拉 拟 素数 、 (以 2 为 基 ) 强 拟 素数 和 Carmichael 
数 ，Pinch 分 别 在 1992 年 和 2000 年 把 此 表 扩 大 到 1012 和 1013( 见 
# 45). 

1990 4Æ, Jaeschke 把 Carmichael 数 的 表 扩 大 到 101?.Pinch 分 
别 于 1993 年 和 1998 年 将 此 表 扩大 到 1015 和 1015( 并 对 原 表 作 了 
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修订 ). dé 4.6 给 出 10". 以 内 (3 <M < 16) RA k 个 不 同 素 因子 
的 Carmichael 数 的 个 数 . 


表 4.5 Pr(z), EPn(z), SPr(z) 和 CN (v) 


T Pr(z) EPn(x) SPr(z) CN(z) 
103 3 1 0 1 
104 22 12 5 7 
10° 78 36 16 16 
10° 245 114 46 43 
107 750 375 162 105 
108 2057 1071 488 255 
109 5597 2939 1282 646 
1019 14884 7706 3291 1547 

25 x 10° 21853 11347 4842 2163 
10!! 38975 20417 8607 3605 
1012 101629 53332 22412 8241 
to's 264239 124882 58897 19279 


# 4.6 Carmichael 数 的 素 


x 
MTZ 1 5 6 7 8 9 10 Bu 
3 1 0 0 0 0 0 0 0 1 
1 7 0 0 0 0 0 0 0 7 
5 12 4 0 0 0 0 0 0 16 
6 23 19 1 0 0 0 0 o a3 
7 a7 55 3 0 0 0 0 0 105 
5 840144 27 0 0 0 0 0 255 
9 /— 172. 34 146 14 0 0 0 0 646 
10 — 335 — 619 — 492 99 2 0 0 0 1547 
ll — 590 — 1179 1336 —— 459 ET 0 0 0 3605 
12 1000 2102 3156 1714 262 7 0 0 8241 
13 1858 3639 7082 5270 1340 89 1 0 19279 
14 3284 6042 14938 14401 5359 655 27 0 44706 


15 6083 9938 29282 36907 19210 3622 170 0 105212 
16 10816 16202 55012 86696 60150 16348 1436 23 246683 


Pinch 还 制造 了 关于 Carmichael 数 的 下 述 表 格 : 
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(1) WF 3 < k < 20, 具有 上 大 个 素 因 子 的 最 小 Carmichael 数 . 

(2) 25 x 109 以 内 在 模 5, 7, 11, 12 的 每 个 同 余 类 中 ， 和 10” 
以 内 (11 < M < 16)Carmichael 数 的 个 数 . 

(3) 每 个 素数 p < 97 成 为 Carmichael 数 的 因子 (或 最 小 因子 ) 
的 频率 . 


4.7C Lucas 拟 素数 的 分 布 


我 们 在 第 二 章 2.10 节 讲 过 Lucas 拟 素数 . 对 于 非 零 整数 已 和 
Q, it D = P? — 4Q, W Lucas JEJE LH 


Uo = 0, Ui = 1, Un = PUn-1 — QUn-2 (n22) 


而 与 D LRM AMA n 叫 作 Lucas 拟 素数 (对 于 参数 (P, Q)), 是 
Tf n | Up—(piny, 其 中 (DIn) 是 雅 可 比 符 号 . 

由 于 Lucas 拟 素数 是 近来 提出 的 概念 ， 这 种 数 的 分 布 结果 不 
Z. 这 里 叙述 的 主要 结果 来 源 于 第 二 章 所 引 的 Baillie 和 Wagstaff 
(1980) 的 文章 . 

以 Lr(z) 表示 不 超过 x 的 Lucas 拟 素数 (对 于 参数 (P, Q)) 的 
个 数 ， 则 当 m 充分 大 时 


T 


Lr(z) < eme 


其 中 C > 0 为 常数 ， 而 s(x) = (Iglglga)!/2. 

由 此 推出 (类似 于 Szymiczek 关于 拟 素数 的 结果 ) ， 对 每 个 给 
定 的 参数 (P,Q), 37 (1/0) BB (对 参数 (P,Q) 的 所 有 Lucas MK 
数 求 和 ). 

另 一 方面 ，Erd6s,Kiss 和 Sárközy(1988) 证 明了 : 存在 常数 
C > 0, 使 得 对 每 个 非 退 化 Lucas 序列 和 充分 大 的 z, 均 有 Zr(z) 
> exp{(lg x)°}. 
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类 似 地 , 对 于 不 超过 z 的 (BBA (P, Q)) 强 Lucas 拟 素数 个 数 
S7r(z7)( 见 第 二 章 2.10 节 定 义 ) 有 下 界 : 对 充分 大 的 z，SZLr(z) > 
C Iga, 其 中 C > 0 为 常数 . 
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第 五 章 ”哪些 特殊 的 素数 被 研究 ? 


S d RR 比如 是 费 马 数 或 Mersenne 
数 的 素数 ( 见 第 二 章 ). 现在 要 讨论 其 他 几 类 素数 , 包括 正规 素数 、 
Sophie Germain NA Wieferich 素数 、 Wilson 素数 、 全 1 素数 
和 一 阶 线性 递归 序列 中 的 素数 

JEM HR, Sophie Germain 素数 和 Wieferich KA HIAK 
十 证 明 费 马 狂想， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 我 的 书 《 关 于 费 马 大 定理 
的 十 三 讲 》， 书 中 对 这 些 事情 有 更 详细 的 介绍 .特别 地 ， 那 里 有 
大 其 参考 文献 ， 包 括 在 本 书 未 能 列 入 的 许多 经 典 文献 . 


5.1 正规 素数 


正规 素数 是 在 Kummer 研究 费 马 猜想 时 出 现 的 . 他 于 1847 年 
给 刘 维 尔 (Liouville) 的 信 中 ， 说 他 对 于 满足 两 个 条 件 的 所 有 素数 
p 证 明了 费 马 猜想 . 事实 上 ,他 所 证 明 的 是 : 对 于 满足 这 些 条 件 的 
素数 p, 不 存在 非 零 整数 z,y, >, 使 得 z? + y? = z?. 然后 他 说 : Rl 
下 的 事情 只 是 看 是 否 所 有 素数 都 满足 这 些 性 质 ”. 

为 了 描述 这 些 性 质 ， 我 需要 解释 Kummer 首次 引进 的 一 些 概 
念 . 设 p 为 奇 素数 ， 而 


27 27 
Ç = Cp = cos — +isin — 
a p p 


次 本 原单 位 根 . 由 XP — 1 = (X-1)(XP Xo X1) 
MGP =1,Ç ALAM + ete + C41 =0. PL CP nf 
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ALC WOR. 令 


K = (ao +ai6 + +++ + @y_26?? | ai € Q} 


A= (ao + aÇ +--+ ay 2097? lai € Z) 


Ju KK HR, E p 分 圆 域 . 而 4 为 环 ， 叫 作 p- 分 圆 整数 环 ， A 
中 的 单位 是 可 整除 1 的 数 o € A, 即 存在 E A 使 得 wb = 1.4 中 
的 元 素 a 叫 作 分 圆 素数 ， 是 指 a 不 能 表 成 by, 使 得 8, y € A 但 均 
不 是 单位 . 

我 们 称 p- 分 圆 整数 环 4 是 唯一 分 解 的 ， 是 指 4 是 每 个 非 零 
分 圆 整数 均 可 表 成 分 圆 素数 的 乘积 ， 并 且 这 种 分 解 不 计 单位 因子 
是 唯一 的 ， Kummer 在 1847 年 就 发 现 ， 当 p< 19 Rt p- 分 圆 整 数 
环 A 是 唯一 分 解 的 ， 但 是 对 p = 23 则 不 然 . 

为 了 处 理 分 解 不 唯一 的 情形 ，Kummer 引进 “理想 数 ” 概念 . 
后 来 狄 德 金 (Dedekind) 考虑 一 些 分 圆 整数 集合 , 叫 作 理想 . REE 
读者 熟悉 理想 的 定义 ， 狄 德 金 的 理想 更 适合 于 具体 描述 Kummer 
的 理想 数 ， 所 以 用 狄 德 金 的 理想 来 叙述 Kummer 结果 更 为 方便 . 
一 个 素 理想 P 是 不 为 (0) 和 环 4 的 理想 ， 并 且 若 P 为 两 个 理想 
的 乘积 IJ, WIA J 必 有 一 个 为 P.Kummer EHT: 对 每 个 素 
数 p > 2,p- 分 圆 整 数 环 的 每 个 理想 (A (0), A) 都 唯一 表 成 素 理想 
的 乘积 . 

两 个 非 零 理想 TIT 和 J 是 等 价 的 , 是 指 存 在 非 零 分 圆 整数 a, p € 
A, 使 得 Aa- I= 46 J. 理想 的 等 价 类 集合 是 满足 消去 律 的 交换 
半 群 。 Kummer 证 明了 这 是 有 限 集合 ， 所 以 它 是 群 ， 叫 作 理想 类 
群 .此 群 中 元 素 个 数 叫 作 类 数 ， 表 示 成 h = h(p), 这 是 非常 重要 的 
算术 不 变 其 . 

分 式 理想 和 理想 类 概念 以 及 类 数 的 有 限 性 是 代数 数 域 理论 的 
核心 内 容 . 除了 目前 分 圆 域 之 外 ， 我 们 曾经 考虑 过 二 次 域 的 情形 
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(第 三 章 3.3B 4). 

类 数 h(p) 为 1 恰好 相当 于 A 中 每 个 理想 都 是 主 理想 ， 即 有 

形式 Aala € A). 所 以 h(p) = 1 当 且 仅 当 p- 分 圆 整 数 环 4 是 唯 
-分 解 的 ， 从 而 h(p) 的 大 小 可 衡量 与 唯一 分 解 性 偏差 的 程度 . 

Kummer 研究 出 十 分 深刻 的 理论 ， 他 给 出 计算 hlp) 的 具体 公 
式 ， 对 较 小 的 p 可 计算 h(p). 

在 费 马 猜 想 中 Kummer 需要 p 的 一 个 性 质 : pt hlp). 后 人 
把 具有 这 个 性 质 的 素数 p 叫 作 正规 素数 . 

Kummer 提 到 的 第 二 个 性 质 是 与 单位 有 关 的 、 他 后 来 证 明了 
这 个 性 质 被 所 有 正规 素数 所 满足 ， 这 是 另 一 个 漂亮 的 结果 ， 现 在 
称 之 为 Kummer 的 单位 定理 . 

Kummer 给 出 正规 素数 的 一 个 判别 方法 : 奇 素数 p 是 正规 的 
4 BLUR p 不 能 整除 伯 努 利 数 Bo, Ba, Be,… , Bp-3 的 所 有 分 子 
( 伯 努 利 数 的 定义 见 第 四 章 4.1A 节 ). 

Kummer 用 此 决定 了 163 以 内 的 所 有 不 正规 素数 ,他 们 为 37， 
59,67, 101, 103, 131, 149 和 157. 他 希望 有 无 穷 多 个 正规 素数 . Kit 
数据 显示 这 应 该 是 对 的 ， 但 是 这 是 一 个 十 分 困难 的 问题 . 

1964 年 ， Siegel 根据 伯 努 利 数 模 一 个 素数 同 余 性 的 经 验 性 假 
设 ， 得 到 正规 素数 在 所 有 素数 当中 的 密度 为 1/Ve m 61%. 男 一 
方面 ， Jensen F 1915 年 令 人 惊奇 地 证 明了 不 正规 素数 有 无 穷 多 
个 . 证 明 实际 上 相当 容易 ， 只 需要 伯 努 利 数 的 一 些 算术 性 质 . 

以 rreg(z) 表示 不 超过 zx 的 正规 素数 的 个 数 ， 而 


Tir(z) = n(z) 一 reg(Z) 


对 每 个 不 正规 素数 p, 称 (p,2k) 为 不 正规 数 对 是 指 2 < 2k < p 一 3 
HE. p 整除 Bor 的 分 子 .而 不 正规 数 对 (p, 2k) 的 个 数 叫 作 p 的 不 
正规 指数 ， 表 示 成 ii(p). 对 于 s 2 1, 以 mas(z) 表示 满足 ii(p) = 5 
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的 z 以 内 素数 p 的 个 数 . 


记录 

关于 正规 素数 的 最 重要 计算 工作 依 时 间 次 序 有 Johnson (1975)， 
Wagstaff (1978), Tanner 和 Wagstaff (1989) , Buhler, Crandall 和 
Sompolski (1992), Buhler, Crandall, Ernvall 和 Metsánkylà (1993), 
以 及 近来 的 Buhler, Crandall, Ernvall, Metsánkylà 和 Shokrollahi 
(2001) 作出 . 已 经 完全 决定 出 N = 12x 1019 以 内 全 部 不 正规 素数 
和 它们 的 不 正规 指数 . 下 面 是 一 些 结果 (2 既 不 算是 正规 素数 ， 也 
不 算是 不 正规 素数 ) : 


r(N) = 788060 
Treg( N) = 477616 

Tir( N) = 310443 

Ti (N) = 239483 (最 小 的 素数 是 37) 
Tu2(N) = 59710 (最 小 的 素数 是 157) 
Tiia(N) = 9824 (最 小 的 素数 是 491) 
Aiid(N) = 1282 (最 小 的 素数 是 12613) 
mii5(N) = 127 (最 小 的 素数 是 78233) 
mie(N) = (最 小 的 素数 是 527377) 
Nir(N) = (最 小 的 素数 是 3238481) 
Tus(N) = i > 8) 


目前 知道 : 最 大 正规 素数 为 p = 11999989, 最 长 的 连续 正规 素 
数列 是 以 17881 开始 的 27 个 素数 . 最 长 的 连续 不 正规 素数 列 是 以 
670619 开始 的 14 个 素数 . 

“ 相 邻 ” 不 正规 数 对 (p, 2k), (p,2k+2) 目前 只 知道 两 个 ，p = 
491,2k — 336 和 = 587,2k — 90. 没有 发 现 不 正规 数 对 的 连续 三 
对 (p, 2k), (p, 2k + 2), (p, 2k + 4). 
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对 每 个 素数 p > 11,p n Wolstenholme 素数 ( 见 第 二 章 2.20 
节 ), 是 指 p 整除 伯 努 利 数 B,_3 的 分 子 ( 即 (p.p — 3) 是 不 正规 数 
对 ). 

猜想 存在 素数 具有 任意 大 的 不 正规 指数 ， 但 是 未 被 证 明 . 

由 Kummer 定理 ，Vandiver 的 一 个 判别 法 和 上 面 报告 的 计算 
结果 可 知 ， 费 马 猜想 对 于 12 x 109 以 内 的 素数 指数 p 都 是 对 的 . 

素数 的 正规 性 与 数论 的 许多 问题 有 关 ， 它 与 费 马 猜想 的 联系 
已 成 为 历史 ， 因 为 费 马 猜想 已 被 证 明 ， 其 证 明 是 G. Frey, K. A. 
Ribet, J. P. Serre, A. Wiles 和 R. Taylor 合力 的 成 就 . 


5.2 Sophie Germain 素数 


我 们 在 第 二 章 讲 述 过 Mersenne 数 的 因子 的 欧 拉 判别 法 时 已 经 
见 到 过 Sophie Germain RR. 让 我 们 回忆 : p 叫 作 Sophie Germain 
KPE p 和 2p 十 1 均 为 素数 . 这 种 素数 是 由 Sophie Germain 首 
先 考虑 的 ， 她 证 明了 如 下 美妙 定理 : 

Æ p X Sophie Germain 素数 ， 则 z? +y? = 2P 不 存在 整数 解 
(x,y,z) 使 得 pt ryz. 

换 句 话说 ， 对 于 Sophie Germain 素数 ， 费 马 猜想 的 “第 一 种 情 
形 ”是 正确 的 . 详细 讨论 可 见 我 的 书 (1979) 或 者 我 更 近 的 书 (1999). 

人 们 认为 存在 无 穷 多 个 Sophie Germain 素数 ， 但 是 它 的 证 明 
会 和 证 明 无 穷 多 对 挛 生 素数 的 存在 性 具有 同样 的 困难 程度 . 

这 里 我 想 更 详细 解释 一 下 费 马 猜想 第 一 种 情形 与 诸如 Sophie 
Germain 素数 之 间 的 关系 . 

Sophie Germain 定理 被 勒 让 德 ， 后 来 被 Dénes(1951) 以 及 近 
来 被 Fee 和 Granville(1991) 加 以 推广 . 

现在 谈 对 不 超过 z 的 Sophie Germain 素数 个 数 的 估计 ,更 一 
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般 地 ， 设 a,d > lad 为 偶数 ， gcd(a,d) = 1. 对 每 个 z>1, 令 
Sas (z) = #{ 素 数 p < x | at pa 为 素数 } 


MF a = 1,d = 2,821 (2) 即 是 不 超过 x 的 Sophie Germain 素数 的 
个 数 . 
利用 估计 小 于 z 的 挛 生 素数 对 个 数 的 Brun 第 法 ， 可 给 出 类 
似 的 界 
7r 
Sa (2) < ex? 


由 素数 定理 可 知 
lim Se) _ 
zo m(m) 
所 以 我 们 有 理由 说 : 使 p Al a+ pd 均 为 素数 的 p 所 成 集合 在 全 体 
素数 组 成 的 集合 中 密度 为 零 ,特别 地 ， Sophie Germain 素数 集 以 
及 挛 生 素数 集合 均 应 密度 为 零 . 1980 年 ， Powell 不 用 筛 法 证 明 
了 上 述 结果 ( 见 表 5.1). 


0 


表 5.1 不 超过 rf Sophie Germain 素数 个 数 Sa,:(z) 


T S2.1(7) 
103 37 
104 190 
105 1171 
109 7746 
107 56032 
108 423140 
109 3308859 
1019 26569515 


后 两 行 是 由 W.Keller 和 C.F.Kerchner 彼此 独立 地 计算 出 的 . 
至 今 已 经 发 现 许多 大 的 Sophie Germain 素数 ( 见 表 5.2). 
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与 Sophie Germain 素数 有 和 密切 联系 的 是 如 下 一 个 题目 . K 
数 递增 序列 a < @ < … < ae 叫 作 长 为 大 的 第 一 类 (第 二 
类 )Cunningham 链 , 是 指 对 每 个 i = 1,2,---,k- 1, WA qiyi = 
24 + 1qix1 = 24 — 1). 所 以 在 第 一 类 Cunningham 链 中 的 素数 均 
为 Sophie Germain 素数 ,目前 不 知道 是 否 对 每 个 上 > 2, 均 存 在 长 
度 大 于 或 等 于 上 的 (第 一 类 或 第 二 类 ) Cunningham 链 . 


表 5.2 已 知 的 大 Sophie Germain 素数 


Sophie Germain 素数 位 数 发 现 者 年 份 
2540041185 x 2114729 — | — 34547  D.Unerbakke, 2003 
G.Woltman and Y.Gallot 
18912879 x 295395 . | ^ 29628  M.J.Angel, D.Augutin, 2002 
P.Jobling and Y.Gallot 
1213822389 x 28113! — | 24432 . M.J.Angel, D.Augustin, 2002 


P.Jobling and Y.Gallot 

109433307 x 266152 - 1 ^ 20013  D.Underbakke, P.Jobling 2001 
and Y.Gallot 

984798015 x 266444 一 | 20011 D.Underbakke, P.Jobling 2001 
and Y.Gallot 


3714089895285 x 290000 — 1 18075  K.-H.Indlekofer, A.Járai 2000 
and H.-G.Wassing 
37561665 x 234090 — 1 10270 — C.Abraham 2003 
831264873 x 233539 _ 1 10106 ^ K.Schoenberger 2003 
: and Y.Gallot 
168851511 x 233250 — 1 10018 — D.O.Kremelberg 2003 


and Y.Gallot 
918522549 x 233216 — | 10008 — J.A.Rouse and Y.Gallot 2003 


记录 

目前 已 知 的 第 一 类 Cunningham 链 的 最 大 长 度 为 14, 其 最 小 
素数 为 143748292422532838039. 目前 已 知 的 第 二 类 Cunningham 
链 的 最 大 长 度 为 16, 其 最 小 素数 为 3203000719597029781. 它们 均 
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由 T.Forbs 于 1997 年 发 现 的 . 在 此 之 前 的 记录 是 由 G.L5h 于 1989 
年 给 出 的 ， 长 度 分 别 为 12( 第 一 类 ) 和 13( 第 二 类 ). 


5.8 Wieferich 素数 


满足 同 余 式 
2?-! = 1 (mod p?) 


的 素数 p 应 当 叫 作 Wieferich 素数 ， 因 为 Wieferich TE 1909 年 证 
明了 如 下 一 个 困难 的 定理 : 

如 果 费 马 猜 想 第 一 种 情形 对 于 素数 p 不 成 立 ， 则 必 有 上 面 的 
BRA. 

同 余 式 2P- = 1 (mod p) 对 每 个 奇 素数 p 均 成 立 ， 但 是 
Wieferich 同 余 式 只 对 很 少 的 素数 p 成 立 .在 计算 机 时 代 之 前 ， 
Meissner 和 Beeger 分 别 于 1913 和 1922 年 发 现 p = 1093 和 3511 
满足 Wieferich ARR. 如 果 你 是 喜欢 动手 的 读者 , 一 定 会 在 第 二 章 
2.3 节 计 算 过 21092 = 1 (mod 10932). 不 难 验证 3511 有 同样 性 质 . 


记录 

Lehmer 在 1981 年 证 明了 : 在 6 x 109 以 内 只 有 素数 1093 
和 3511 满足 Wieferich 同 余 式 .Crandall，Dilcher 和 Pomer- 
ance(1977) 又 把 计算 扩大 到 4 x 1012, 后 来 R.McIntosh,R.Brown 和 
J.K.Crump( 及 其 合作 者 ) 又 分 别 把 计算 扩大 到 8 x 1012,49 x 1012 
和 2 x 101. 最 近 J.Knauer 和 J.Richstein 运用 互联 网 把 计算 扩大 
到 1.25 x 1015( 见 他 们 2003 年 的 短文 ), 均 没 有 发 现 新 的 Wieferich 
素数 . 


根据 第 二 章 2.3 、2.4 节 引 述 的 结果 ,以 上 的 计算 表明 ， 每 个 
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拟 素数 的 素 因 子 p^ (p < 1.25 x 105) 只 可 能 为 p = 1093 或 3511. 
这 由 Pinch(2000) 通过 数值 计算 所 肯定 . 在 10? 以 内 ， 他 检查 出 
54 个 有 重 因子 的 拟 素数 . 

1910 年 ， Mirimanoff 证 明了 与 Wieferich 定理 相似 的 以 下 定 
理 : 

如 果 费 马 猜 想 第 一 种 情形 对 素 指 数 卫 不 成 立 ， 则 3?-! 三 
1 (mod p?). 

可 以 验证 1093 和 3511 不 满足 Mirimanoff 同 余 式 . 

这 两 个 结果 开创 了 攻击 费 马 猜想 第 一 种 情形 的 新 路 线 ， 由 于 
Vandiver, Frobenius, Pollaczek, Morishima, Rosser 和 近来 Granville 
和 Monagan (1988), Suzuki (1994) 的 工作 ， 费 马 猜想 第 一 种 情形 
对 于 更 大 范围 都 是 对 的 . 在 这 方面 , 一 个 重要 的 进展 是 Gunderson 
的 组 合 方法 将 许多 判别 法 合 在 一 起 ， 这 可 参见 我 的 书 ， 那 里 有 完 
全 的 参考 文献 . 

费 马 猜想 已 被 完全 证 明 ， 上 述 的 进展 已 成 为 历史 . 但 是 上 面 
提 到 的 那些 同 余 式 在 其 他 数论 问题 中 仍 是 重要 的 . 

更 一 般 地 ， 对 每 个 基 a > 2(a 可 以 为 素数 或 者 为 合成 数 ), 我 
们 可 以 考虑 满足 £a, a?! = 1 (mod p?) 的 素数 p. BS 
FL (1828 年 ) 问 到 是 否 有 这 样 的 例子 .而 雅 可 比 给 出 了 例子 ， 对 于 
p< 37 得 到 以 下 同 余 式 : 


310 三 1 (mod 11? 
910 三 1 (mod 11? 


) 
) 
1478 2] (mod 29?) 
1896 21 (mod 37?) 


商 式 
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a? -1 


q»(a) = 
叫 作 (以 a 为 基 )p 的 费 马 商 ， 费 马 商 模 p 余数 有 类 似 于 对 数 的 性 
质 ( 爱 森 斯 坦 在 1850 年 已 经 注意 到 这 些 性 质 ) : 若 pf ab, W 
gp(ab) = qp(a) + gp(b) (mod p) 
又 有 
d(p-1)=1 (mod p), gp(p+1)=-1 (mod p) 

我 在 1983 年 的 文章 “ 1093 ”中 指出 费 马 商 的 许多 有 趣 的 性 

质 ， 举 一 个 例子 ， 下 面 的 同 余 式 是 爱 森 斯 坦 于 1850 年 发 现 的 : 
w= (1 -+i+ i) (mod p) 

下 列 问 题 至 今 未 解决: 

(1) 给 了 a > 2, 是 否 有 无 穷 多 素数 p, 使 得 a?-! = 1(mod p?)? 

(2) 给 了 a > 2, 是 否 有 无 穷 多 素数 p, 使 得 aP- 关 1(mod p?)? 

问题 (1) 的 答案 应 当 是 肯定 的 ， 但 是 这 没有 什么 根据 ， 而 且 
这 个 问题 显然 是 很 困难 的 ， 下 一 个 问题 是 固定 素数 但 是 基 改变 : 

(3) Hp 为 奇 素数 ， 是 否 有 一 个 或 更 多 的 a, 2 < a < p, 使 得 
a?-! 三 1(mod p?)? 

这 方面 有 一 些 结果 . Kruyswijk 在 1966 年 证 明了 : 存在 常数 
C, 使 得 对 每 个 奇 素数 p 

#{a|2<a<p, a?^! =1(mod p?)) < pitis 

所 以 对 每 个 素数 p, 好 的 基 a ACK 

1987 ^£ Granville 证 明了 

GO 212 € a « p. q7 =1(mod p?)) < p? 
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更 一 般 地 ， 若 4.> 1 而 p ABR FFA p>, 则 


HRA 412 < q <ul, qr!=1(mod p’)} > up"? 
HRB a 12 <q <p, q"7! x 1(mod p°)} > s(p) - p? 


2001 42, Keller 和 Richstein X} F p = 6692367337 Jig Hitt 16 
个 基 a, 2 < a < p, WG a^! = 1 (mod p?), Efe a = 55 (1& k < 
14a = 4961139411 和 a = 6462265338. 对 于 p = 188748146801, 
考查 到 有 同样 多 的 a <p, Bla-5*(1«k«106). 在 此 之 前 的 记 
录 由 Ernvall 和 Metsinkyla 于 1997 年 给 出 : — p = 1645333507 有 
14 个 基 a < p. 上 述 三 个 p HWA 5 = 1 (mod p°). 请 比较 表 
5.3. 

Powell 证 明了 : 4% p #7 (mod 8), 则 至 少 有 一 个 素数 9 < VP, 
使 得 q! A 1 (mod p2?)( 此 问题 于 1982 年 在 《美国 数学 月 刊 》 
中 提出 ， 由 Tzanakis 于 1986 年 发 表 解法 ). 利用 更 强 的 方法 可 证 
对 每 个 素数 p > 11, 均 存 在 素数 a, 2 <q < (gp), 使 得 Gg?! z 
1 (mod p?). 

Lehmer 对 于 以 2 为 基 的 费 马 商 作 了 计算 , 这 促使 Riesel(1964), 
Kloss(1965), Brillhart, Tonascia 和 Weinberger(1971) 公布 了 基 一 
直到 100 的 费 马 商 表 , 指数 p 不 断 地 增 大 . 这 些 结果 又 被 Aaltonen 
和 Inkeri(1991),Montgomery(1993),Keller 和 Richstein(2001) 不 断 
扩大 . 最 后 的 表 中 素数 基 a < 1000 和 素数 指数 p < 10". 对 于 a = 
3 和 5.p 一 直 算 到 1013. X 5.3 是 从 中 摘 取 的 一 部 分 , 素数 基 到 100, 
tp C, K, M 和 R 的 解 分 别 由 D.Clark,W .Keller,P.L.Montgomery 
和 J.Richstein 发 现 的 . 


+ 242- 


表 5.3 被 p 整除 的 费 马 商 


Ed 满足 aP7! = 1 (mod p?) 的 素数 p 

2 1093 3511 

3 11 1006003 

5 20771 40487 53471161  1645333507M 
6692367337K 188748146801% 

7 5 491531 

1 71 

13 363 1747591 

17 3 46021 48947 

19 3 7 13 43 137 63061489 

23 13 2481757 13703077  15546404183h 

29 

31 7 79 6451  2806861* 

37 3 T7867  76407520781^ 

41 29 1025273 138200401% 

43 5 103 

47 

53 3 47 59 97 

59 2777 

61 

67 7 47 268573 

71 3 47 33 

73 3 

T9 7 263 3037 10125735 603128415 

83 4871 13691  315746063C 

89 3 13 

97 7  2914393K 76704103313 


5.4 Wilson 素数 


本 节 很 短 ， 因 为 事情 知道 的 很 少 . 
Wilson 定理 是 说 : # p ARR, 则 (p—1)! = —1 (mod p). 所 
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以 Wilson 商 


W(p) = — 


是 整数 . Æ W (p) = 0 (mod p)(BIl (p — 1)! = —1 (mod p?)), # p X 
Wilson 素数 . 如 p = 5,13 为 Wilson 素数 ， 目 前 不 知 是 否 存在 无 
穷 多 个 Wilson RR. 关于 此 ， Vandiver 写 到 : 

这 个 问题 似乎 有 这 样 一 个 特点 : 假如 我 死 而 复活 ， 某 位 数学 
家 告诉 我 这 个 问题 已 经 完全 解决 ， 我 想 我 马上 又 会 死去 . 

记录 

除了 5 和 13 之 外 , 目前 还 只 知道 563 是 Wilson 素数 , 它 是 由 
Goldberg 于 1963 年 发 现 的 , 是 计算 机 搜索 早期 成 功 的 例子 之 一 . 
后 来 E.H.Pearson,K.E.Kloss, W.Keller,H.Dubner 一 直 寻 找 Wilson 
素数 .最 后 由 Gonter 和 Kundert 在 1988 年 找到 107. 而 Cran- 
dall,Dilcher 和 Pomerance 于 1997 年 找到 5 x 105, 都 没有 找到 新 
的 Wilson 素数 . 


5.5 全 1 素数 


十 进 制 表 成 全 1 的 数 1, 11, 111, 1111,…… 有 奇妙 的 性 质 , 它们 
叫 作 全 1 数 . 它们 何 时 为 素数 ? 

我 们 用 Rn 表示 连续 n 个 1 的 数 
| 10-1 
^ 
若 Rn 为 素数 ， 则 n 必 为 素数 ， 因 为 当 n,m > 1 时 ， 

10"m—1 10"m—1 10"—1 
9 10" 1 9 


而 两 个 因子 均 大 于 1. 


111---1 
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记录 

目前 已 知 的 全 1 素数 只 有 R2, R19, R23, 以 及 计算 机 时 代 的 
R317 (Williams 于 1978 年 发 现 ) 和 R1031 (Williams 和 Dubner 于 
1986 年 发 现 ). 另 一 方面 ，Dubner 于 1992 年 验证 了 p < 20000 不 再 
有 其 他 全 工 素数 Rp. 计算 工作 由 J:Young,T.Granlund 和 H.Dubner 
继续 到 p < 60000.Dubner 于 1999 年 9 月 发 现 R49081 可 能 是 素数 
(发 表 于 2002 4E), 而 L.Baxter 等 人 于 2000 年 10 月 发 现 R86453 
可 能 是 素数 . 但 是 自前 还 没有 希望 判定 这 么 大 数 的 素性 . 

现在 已 经 对 所 有 p< 211 得 到 了 全 1 数 Rp 的 素 因 子 分 解 式 . 


问题 : 是 否 有 无 穷 多 个 全 1 RH? 

关于 全 1 数 的 进一步 结果 可 见 Yates(1982) 的 书 . 

不 难看 出 : 大 于 1 的 全 1 数 不 是 完全 平方 数 , 进一步 可 证 它们 
也 不 是 立方 数 (I Rotkiewitz 1987). 它们 也 不 是 5 次 方 (R.Bond 
和 K.Inkeri 均 于 1989 年 写 信 告诉 我 ). 24 k RH 2, 3 或 5 的 倍 
时 ， 现 在 不 知 是 否 有 上 次 方 的 全 1 数 (UL Obláth 1956). 

1979 ^E, Williams 和 Seah 研究 形 如 (a^ — 1)/(a — 1) 的 数 ， 
itr a 4 10,2(a—2 2^" —1, fj a — 10 即 为 全 1 数 ). 这 些 数 现 
在 叫 作 a 进 制 的 全 1 数 . 和 通常 全 1 数 一 样 ， 只 有 为 素数 时 它 
们 才 可 能 为 素数 ， 这 类 数 很 大 时 ， 判 别 它们 是 否 为 素数 通常 也 是 
困难 的 . 

在 表 5.4 中 , 括号 内 的 数 表示 n 已 经 计算 的 上 界 . Dubner 于 
1993 年 发 表 了 如 下 范围 的 结果 : 对 于 a = 3,5,6, n < 12000; 对 
fa-7,n«10700; 对 于 a=11,n<11000; XF a=12, n< 
10400. 他 的 更 大 的 表 中 包含 所 有 a < 99 的 情形 . 目前 最 大 的 表 是 
由 A.Steward 给 出 的 . 
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表 5.4. WM (a^ — 1)/(a 一 1) 的 素数 


a n 

3 3 7 13 71 103 541 1091 1367 1627 
4177PB = 9011"  9551'  36913* [42700] 

5 3 7 10 33 47 #127 149 181 619 929 
3407"  10949*  13241*  13873*  16519* 
[31400] 

6 2 3 7 29 71 127 27 509 1049 
6389* 6883? 10613*  19889* [29800] 

7 5 13 131 149 1699?8  14221* [28200] 

n 17 19 73 139 907 1907*  2029*  4801P 
5153*  10867*  20161* [24000] 

12 2 3 5 19 97 109 317 353 701 9739* 


14951* [26300] 


表 5.4 中 带 有 星 号 的 可 能 为 素数 . 在 表 中 已 确定 为 素数 的 , 其 
最 大 者 标 以 DB, 表示 由 H.Dubner 和 R.P. Brent(1996) 证 明 , 标 以 
B 的 表示 由 D.Broadhurst(2000) 证 明 , 标 以 S 的 表示 由 A.Steward( 
2001) 证 明 . 


5.6 数 kb" 土 1 


我 在 第 二 章 讲 过 ， 费 马 数 的 因子 均 有 形式 k +1. 这 类 数 从 
而 引起 人 们 注意 ， 人 们 自然 会 研究 这 些 数 的 素性 . 除了 Mersenne 
数 人 = 1) 之 外 ， 其 他 形 如 kr — 1 的 数 也 被 判定 何 时 为 素数 ， 

根据 狄 利克 雷 关于 算术 级 数 中 的 素数 定理 ， 对 给 定 的 n> 1, 
存在 无 穷 多 整数 > 1, 使 得 k2^ + ! 为 素数 . 也 有 无 穷 多 个 整数 
k' > 1, 使 得 k'27 一 1 为 素数 . 

一 个 有 趣 的 问题 是 : 当 大 固定 时 , 即 给 定夺 > 1, 是否 存在 整数 
n > 1, 使 得 k2^ + 1( 或 者 k27 — 1) 为 素数 ? 这 个 问题 由 Bateman 
提出 .而 由 Erdós 和 Odlyzko 于 1979 年 给 出 答案 . 我 引述 他 们 的 


对 每 个 实数 z > 1,4 

N(x) = #{@ Rk | 1 < k < 7z, 存 在 n > 1, 使 52” + 1 为 素数 } 

则 存在 有 效 可 计算 的 Ci > 0, 使 得 对 每 个 z > 1，N(z) > Ciz. 将 
k2" 十 1 BOR k2^ - 工 也 有 类 似 结果 ， 并 且 所 用 的 方法 可 研究 其 他 
类 似 的 数列 . 

既 使 集合 {kl 1 <k < zx, 有 n > UE k? + 1 为 素数 } 具有 
正 的 比例 ( 改 用 k2" — 1 也 如 此 ), 但 是 Riesel 在 1956 年 发 现 了 
k = 509203, 对 于 所 有 n > 1, k2^ 一 1 都 是 合成 数 ， 他 的 文章 用 瑞 
典 文 写 的 ， Sierpitiski 肯定 不 知道 这 篇 文章 . Sierpitiski 在 1960 
年 证 明了 如 下 有 趣 的 定理 : 


存在 无 穷 多 个 奇数 上, 使 得 对 每 个 n> 1,k2" 135 
是 合成 数 . 


具有 上 述 性 质 的 大 叫 作 Sierpiński 数 . 如 果 奇 数 k 有 性 质 ， 对 每 
个 n> 1,k2” 一 1 均 为 合成 数 ， 则 上 自然 地 叫 作 Riesel 数 . 

由 狄 利克 雷 关于 算术 级 数 的 素数 定理 和 Sierpiński 结果 ， 可 
知 有 无 穷 多 个 Sierpiński 数 为 素数 . 类 似 地 ， 有 无 穷 多 个 Riesel 数 
为 素数 ， 


记录 

目前 已 知 的 最 小 Sierpiński 数 是 Selfridge 于 1963 年 决定 的 
k = T8557. 目前 已 知 的 最 小 Riesel 数 是 Riesel 自己 给 出 的 = 
509203. 


Keller 多 年 来 试图 证 明 k = 78557 是 最 小 的 Sierpiński 数 . 
他 在 1991 年 只 证 明了 > 4847, 3EH YE 4847 < k < 78557 当中 
只 有 35 个 奇数 可 能 是 Sierpiiiski 数 . 1997 年 J.Young 又 从 中 删 
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掉 了 14 个 ， 后 来 在 Gallot 方案 的 帮助 下 又 删 掉 4 个 2 个 由 
M.Thibeault(1999) 删 掉 ，1 4-Bi L.Baxter(2001 ^E 4 H) 删 掉 ， 另 
1 个 由 J.Szmidt(2001 年 11 H) 删 掉 . 再 后 来 L.Helm 和 D.Norris 
领导 的 一 个 分 布 式 计算 方案 在 几 周 之 内 又 成 功 地 删 掉 了 5 个 ， 最 
后 只 剩 下 12 个 还 需要 进一步 考查 : 


k — 4847,5359, 10223, 19249, 21181, 22699, 
24737, 27653, 28433, 33661, 55459, 67607 


对 于 可 能 的 Riesel 3 k < 509203,Keller EB] T k > 659. 在 众 
多 人 参与 寻找 工作 之 下 ， 还 剩 下 101 个 数 需要 考查 . 

这 种 试图 删 掉 可 能 k 值 的 计算 工作 也 导致 发 现 大 素数 ， 例 
dn, We k = 54767 作为 可 能 的 Sierpinski 数 ， 同 时 也 发 现 了 
一 个 402569 位 的 素数 ( 见 表 5.5). X,  O.Heaberlé(2003 年 


3 H) HA k = 204223 为 可 能 的 Riesel 数 ， 这 也 同时 得 到 一 个 


素数 204223 x 2999591 — 1( 共 209791 位 ), 而 当 n < 696891 Hf, 
204223 x 2^ — 1 均 为 合成 数 . 


记录 

目前 已 知 形 如 k2^ + 1 的 最 大 素数 是 3 x 22145353 + 1(645817 
位 ， 见 表 5.5), 它 也 是 费 马 数目 前 已 知 的 最 大 因子 ( 见 第 二 章 2.6 
35). 目前 已 知 形 如 k2^ — 1 的 最 大 素数 是 J.Penné 和 P.Jobling 在 
2003 年 发 现 的 138847 x 21283793 — 1(386466 位 ). 


目前 所 知 4 个 最 大 的 素数 均 为 Mersenne 数 . 表 5.5 给 出 


Mersenne 素数 之 外 最 大 素数 的 一 个 清单 . 其 中 最 前 面 两 个 素 
数 超过 一 个 Mersenne 素数 ， 是 用 GIMPS 找到 的 . 
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广义 费 马 数 

上 面 素数 中 多 数 有 形式 DU +1, 即 为 kb" + 1 的 特殊 情形 
(k 2 1,n = 27,b 为 偶数 ). 形 如 B+ 1(b > 2,m > 1) 的 数 叫 作 
广义 费 马 数 . 1985 年 ，Dubner 首次 列 出 这 种 形式 的 一 些 大 素数 
( 叫 作 广义 费 马 素数 ), 其 中 最 大 者 为 1502 + 1(4457 fir). 

Y.Gallot 约 在 1998 年 注意 到 : 试验 广义 费 马 数 和 同样 大 小 的 
Mersenne 数 的 素性 所 花 时 间 差 不 多 相同 . 随后 他 建立 并 优化 了 一 
个 计算 机 程序 ， 实 现 了 他 的 看 法 .实际 试验 中 比 ko 1 的 每 个 数 
k2^ x 1 都 要 快 . 算法 中 使 用 了 Crandall 和 Fagin(1994) 的 离散 
加 权 变换 (DWT), 这 种 变换 也 曾 用 于 发 现 目前 所 知 的 五 个 最 大 的 
Mersenne 素数 . 


表 5.5 ”目前 已 知 的 最 大 非 Mersenne 素数 


mu 位 数 发 现 人 年 份 
3 x 27145953 L| 645817 J.Cosgrave, P.Jobling, 2008 - 
G.Woltman and Y.Gallot 
627222 4.1 628808 M.Angel, P.Carmody 2003 
and Y.Gallot 
14830762 +1 404434  D.Heuer, J.Fougeron 2003 
and Y.Gallot 
14780362" +1 404337  D.Heuer, J.Fougeron 2002 
and Y.Gallot 
54767 x 21337287 十 1 402569 P.Coels, L.Helm, D.Norris, 2002 
G.Woltman and Y.Gallot 
13618462? +1 402007 A.J.Penrose, J.Fougeron 2002 
and Y.Gallot 
12660622 +1 399931 D.Underbakke and Y.Gallot 2002 
5 x 21320487 4 1 397507 M.Toplic and Y.Gallot 2002 


历史 上 所 知 的 最 大 素数 几乎 都 是 Mersenne 素数 . 直到 1989 
年 8 月 ， 六 位 数字 专家 J. Brown, L. C. Noll, B. Parady, G. Smith, 
J. Smith 和 S. Zarantonello 发 现 了 素数 391581 x 2210193 — 1, 把 
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Mersenne 素数 Moi6001 甩 在 后 边 . 可 怜 的 Mersenne, 他 曾 满怀 忧 
虑 和 悲伤 地 在 他 的 墓前 绕 来 绕 去 . 由 于 他 的 Mersenne 素数 杰出 的 
表现 ， 他 又 可 以 安息 了 . 但 是 他 的 安静 能 持续 多 久 ? 

Dubner 和 Gallot(2002) 在 他 们 最 近 一 篇 文章 中 认为 存在 很 多 
大 的 广义 费 马 素数 .用 他 们 的 话说 ， 适 当 组 织 的 寻找 工作 不 久 会 
改变 已 知 最 大 素数 的 现 况 . 已 经 决定 出 100000 位 以 上 的 大 约 120 
个 这 种 形式 的 素数 . 

Xt FIG RI kb" +1 (b> 2) 数 的 其 他 记录 还 有 : 


记录 

(1) X 5.5 中 的 素数 627222" + 1 是 形 如 N? +1 的 已 知 最 大 
素数 ， 我 们 不 知 这 种 形式 的 素数 是 否 有 无 穷 多 个 . 

(2) 形 如 大 :如 +1 (> 1,215) 的 已 知 最 大 素数 为 G.L5h 和 
Y.Gallot 于 2002 年 发 现 的 82960 x 3192999 + 1(123729 位 ). 


Cullen 数 

JÉ üt Cn = n-2" +1 的 数 叫 Cullen 数 . Robinson 于 1958 年 
证 明了 C141 是 素数 ， 而 对 1 < n < 1000 的 所 有 其 他 的 n,Cn 都 
是 合成 数 . 在 25 年 里 ， 除 了 C1 = 3 之 外 这 是 唯一 知道 的 Cullen 
素数 .在 1987 年 (发 表 于 1995 年 ),Keller 决定 出 n < 30000 的 所 
有 素数 Cn, 后 来 用 Y.Gallot 的 算法 又 发 现 更 多 . K 5.6 所 列 相信 
dé n < 633000 的 全 部 Cullen 素数 . 

Hooley 在 书 (1976) 中 指出 ， 几 乎 所 有 的 Cullen 数 都 是 合 
数 ， 即 

Cr(z) 


lim ——— =0 
z-00 zz 


其 中 Cr(z) 表示 z 以 内 Cullen 素数 Cn 的 个 数 . 但 是 我 们 不 知道 
是 否 存 在 无 穷 多 个 Cullen 素数 Cn. 
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数 Wn =n-2" —1 OE Woodall 数 ， 也 叫 第 二 类 Cullen 数 . 


# 5.6 Cullen 素数 Cn 


n 发 现 人 年 份 
481899 M.Morii and Y.Gallot 1998 
361275 D.Smith and Y.Gallot 1998 
262419 D.Smith and Y.Gallot 1998 

90825 J. Young 1997 
59656 J. Young 1997 
32469 M.Morii 1997 
32292 M.Morii 1997 
18496 W.Keller 1984 
6611 W.Keller 1984 
5795 W.Keller 1984 
4713 W.Keller 1984 
141 R.M.Robinson 1958 


1 = = 


对 于 n < 20000, Wr 为 素数 的 情形 只 有 n = 2,3, 6,30, 75,81 
(Riesel 1969),115, 123, 249, 362, 384, 462, 512, 751, 822, 5312, 
7755, 9531, 12379, 15822 和 18885(Keller 1987). 后 来 J.Young 算 
fj n < 100000, Y.Gallot. 及 其 合作 者 算 到 n < 416000. 3€ 5.7 给 出 
n. > 20000 情形 的 已 知 Woodall 素数 . 


表 5.7 已 知 最 大 的 Woodall 素数 Wn 


n 发 现 人 年 份 
667071 M.Toplic and Y.Gallot 2000 
151023 K.O'Hara and Y.Gallot 1998 
143018 R.Ballinger and Y.Gallot 1998 

98726 J.Young 1997 
23005 J.Young 1997 
22971 J. Young 1997 


W.Keller 和 W.Niebuhr(1995) 对 于 所 有 n < 300 的 数 Cn 和 
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Wn 给 出 完全 分 解 式 .这 种 分 解 又 由 P.Leyland 扩大 到 所 有 n < 
400(1998 年 11 H) 和 所 有 < 450(2000 年 8 H). 在 其 他 人 的 帮助 
下 ， 近 来 又 扩大 到 所 有 < 500(2002 年 1 H). 

两 类 Cullen RAT HES n- b” +1 Al n-b" — 1(b > 2).Dubner 
F 1989 年 引进 广义 Cullen 3t n-d” +1, 研究 它们 为 素数 的 情况 ， 
发 现 当 b 是 大 于 3 的 素数 时 ,几乎 不 存在 素数 n b+. 但 是 对 每 
个 素数 b > 2 似乎 都 没有 证 明 形 如 nb" e 1 的 素数 是 不 存在 的 . 
KEE, XF b= 13,17,19,23,29,31,41,47,53,71,73, 均 没有 发 现 
形 如 nb" + 1 的 素数 . 但 是 对 这 些 b 也 没 能 证 明 这 种 素数 是 不 存 
在 的 . 

大 其 计算 表明 : 对 给 定 的 5, nbn 1 为 素数 时 , Hn HRR. 利 
用 Gallot 算法 于 这 个 问题 , 对 于 b= 19,23(Keller 和 Gallot 1998) 
和 b=17,71(L6h 和 Gallot 2000) A FAH T JÉ i n-b"+1 HY “Re 
小 ”素数 .最 近 Loh 对 于 b= 31 发 现 了 素数 82960 x 3152999 4 1, 
我 们 在 前 面 已 提 到 过 它 . 


5.7 素数 和 二 阶 线性 递归 序列 


在 5.1 节 中 曾 考虑 过 由 二 阶 线性 递归 方式 定义 的 序列 T = 
(Tn)nz0- 


广义 二 阶 线性 递归 序列 

设 P,Q 为 给 定 的 非 零 整数 , 并 且 D= P?-4Q 40.P MQ 
是 下 面 定义 的 序列 T = (Thjn>o 的 参数 . 设 To, Ts 为 整数 (不 同时 
为 0), 对 每 个 n>2, 令 


T, = PTn-1 — QTn-2 
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序列 了 的 特征 多 项 式 为 XY2 一 PX +Q, 它 的 根 为 
P+VT _P-vD 
ag. th 2 


8 


FE a+ 8 =P,aB=Q,a-8=VD. 

对 于 参数 (P,Q) 的 两 个 序列 (U,)520 和 (Va)nzo, 其 中 Uo = 
0,U; = LYo = 2,Vi = P, 它们 即 是 第 二 章 2.4 节 已 经 考虑 过 的 
Lucas 序列 . 

4 4 — Ty — Tof, =T — Toa, 则 不 难 证 明 对 每 个 m > 0 
?7a" 一 90" -ne Th i 

aa 一 8 a 一 有 一 有 
U = (Un)n>o 是 与 了 有 同样 参数 的 Lucas 序列 , 则 Th = T1Us — 
M 1(n 2 2). 
还 可 以 定义 如 下 的 伴随 序列 W = (W)n>o, 其 中 


n 
-Qn 


T, 


Wo = 27 - PTo, W, = TıP - 2QTo 
Wn = PH — QWn-2 (n > 2) 


则 Wn = ya” +68" = Ti Vn — QToVn-1, Kf V = (Vn) no 是 伴随 
的 Lucas 序列 ， 具 有 参数 (P,Q). 

像 第 二 章 2.4 节 讲 述 Lucas 序列 一 样 ， 一 般 序 列 也 有 许多 代 
数 关系 和 整除 性 质 ， 但 我 的 目标 是 只 研究 与 素数 有 关 的 性 质 . 


序列 的 素 因子 
考虑 集合 


P(T) = GC p | FE n 2 0 使 得 T, A OEE p | Tr} 


若 a/B = 刀 是 单位 根 ， 称 序列 了 工 是 退化 的 . 这 时 B/a = 07 
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也 是 单位 根 ， 从 而 jn 二 六 | < 2. 但 是 
a, 08248 _ P?-2Q 
BES ae vg 
PA T 是 退化 的 ， 则 P? -2Q=0,4Q 或 2. 
不 难 证 明 : dy T 是 退化 的 ， 则 P(T) 是 有 限 集合 . 1954 年 
Ward 证 明道 命题 成 立 


对 任何 非 退 化 的 序列 T P(T) 是 无 限 集合 . 


一 个 自然 的 问题 是 。 P(T) 是 否 一 定 有 正 密度 ? 能 耕 计 算 这 
个 密度 ? 

Hasse(1966) 做 了 开创 性 工作 , 他 的 目标 是 研究 使 得 2 模 p 的 
阶 为 偶数 的 素数 p 所 组 成 的 集合 ， 这 条 件 相 当 于 存在 n > 1, 使 
得 p | 2?” 一 1 但 是 对 所 有 1 < m < 2np12”" 一 1. FE? = 
—1 (mod p), Hl p | 2^ +1. 反之, # p|2^ +1, M2 Ei p 的 阶 为 偶 
数 2n. 

序列 H = (Hn)n>0, Hn = 2" + 1 是 参数 (P,Q) = (3,2) 的 伴 
随 Lucas 序列 ,对 士 z>0 令 


rn(z) = #{p € PH) | p < a) 


Hasse 证 明了 


AO 表示 除 尽 H 的 素数 p( 即 指 p 除 尽 某 个 Hn) 的 密度 
1985 年 ， Lagarias 又 用 Hasse 方法 证 明了 对 Lucas 数列 V = 
(Va)n>0P(V) 的 密度 为 2/3. 

人 们 倾向 十 猜想 : 对 每 个 非 退 化 的 序列 T, 集合 PCT) 均 有 正 
密度 . 
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序列 T 中 的 素数 项 

现在 讲 另 一 个 有 趣 而 困难 的 问题 . BT = (Th)n>o 是 二 阶 线 
性 递归 序列 ， 如 Fibonacci 数列 或 Lucas 数列 ， 它 们 都 包括 素数 ， 
但 不 知 并 且 很 难 决定 是 否 包 含 无 穷 多 个 素数 . 
日 第 二 章 2.4 节 的 关系 (4.15) 和 (4.16) 可 知 : 

若 Um 为 素数 ， 则 m = 4 或 者 m 为 素数 ; 

E Vn ARB, W m = 2° 或 者 m 为 素数 . 
当然 反 过 来 都 不 正确 . 

有 许多 计算 工作 致力 于 寻求 Fibonacci 素数 和 Lucas 素数 ， 
以 及 这 些 数 的 因子 分 解 ( 见 第 二 章 2.11D 节 ). 由 于 这 些 数列 增长 
很 快 ， 这 些 数 的 分 解 和 素性 判定 都 很 困难 . 

这 方面 发 表 的 工作 有 Jarden 1958 年 的 书 ， Brillhart 于 1973 
年 改写 和 扩充 成 第 三 版 ， 文 章 有 Brillhart, Montgomery 和 Silver- 
man(1988), Dubner 和 Keller(1999). 目前 所 知 的 结果 如 下 : 

Xf P n < 360000,Fibonacci 数 Un 为 素数 (或 可 能 为 素数 ) 的 


有 


n = 3,4,5,7, 11, 13, 17, 23, 29, 43, 47, 83, 131, 137, 359, 431, 433 
449, 509, 569, 571, 2971, 4723 WM. 5387 WM. 9311DK,9677deW 
14431P4eW 2556] BdeW. 30757BdeW 35999BdeW. 37511*. 50833* 
81839P*W. 104911*, 130021*, 148091*, 201107" 

某 些 数 上 的 字母 表示 这 些 Fibonacci 数 的 素性 是 由 H.C. Williams 

(W), H.C. Williams 和 F.Morain (WM), H.Dubner 和 W.Keller(DK), 

B. de Water(deW) 或 者 由 D.Broadhurst 和 B.de Water(BdeW) 所 

决定 的 .指数 n 上 有 星 号 者 表示 只 知 它 可 能 为 素数 ， 即 Un 通过 

一 系列 试验 也 没有 试 出 它 为 合成 数 . 可 能 的 素数 Us7511 和 Usosas 

是 Dubner 发 现 的 ， 而 后 4 个 可 能 的 素数 依次 由 de Water,D.Fox, 
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T.D.Noe 和 H.Lifchitz 所 发 现 . 素数 Usisso A 17103 位 . 证 明 它 
是 素数 是 一 个 值得 注意 的 成 绩 . 
对 于 n < 260000,Lucas 数 V, 为 素数 (或 可 能 为 素数 ) 的 有 
n=2,4,5,7,8,11,13,16,17,19,31,37,41,47,53,61,71,79, 
113, 313, 353, 503, 613, 617, 863, 1097DK, 1361DK， 
4787PK 4793DK, 5851PK , 7741PK  84672*W. 10691PK, 
1225184eW 139630ak, 14449PK , 19469BdeW. 35449deW 
36779*, 44507*, 5116984 56003", 81671*, 89849", 94823", 
140057*, 148091*, 159521*, 183089*, 193201*, 202667* 


其 中 记号 与 前 有 相同 的 意义 ， 只 是 加 上 一 个 证 明 素 性 的 M.Oakes 
(Oak). 其 中 可 能 的 素数 V36779, Vaasoz, Vs1671, Vaosao 由 Dubner 发 
BR,  Viaoosz, Viaso91 由 de Water 发 现 ， 而 Vaas23 和 最 后 四 个 可 能 
的 Lucas 素数 由 H.Lifchitz 发 现 . 

如 果 你 再 看 一 下 这 两 个 清单 ， 会 发 现 当 n = 5,7,11,13,17 和 
ATHY, Un 和 Vn 均 为 素数 . 再 继续 看 下 去 , 则 一 直到 n = 148091,U,, 
Al Vn 才 同 时 可 能 为 素数 . 如 果 能 证 这 两 个 数 确实 为 素数 ,我们 也 
许 会 感到 存在 无 穷 多 个 n, 使 得 Un 和 你 同时 为 素数 、 这 个 问题 

“ 坚 如 硬 壳 ”"、 核 桃 沉 很 难 消化 ， 不 要 影响 您 晚上 的 睡眠 . 


只 由 合成 数组 成 的 序列 T 
ip T ARE Lucas 序列 或 伴随 Lucas 序列 , 则 T 可 以 不 含 任 
何 素数 . Graham 在 1964 年 发 现 第 一 个 例子 , 其 中 P=1,8= -1, 
但 是 在 计算 To M T 时 有 错 . 后 来 Knuth 于 1990 年 给 出 正确 值 
To = 331635635998274737472200656430763 
T, = 1510028911088401971189590305498785 
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还 给 出 一 个 较 小 的 例子 


To = 62638280004239857 
T, = 49463435743205655 


对 于 已 = 3,Q = 2,Lucas 和 伴随 Lucas 序列 为 U, = 2" —1 
和 V, = 2" +1, 这 些 序 列 均 包含 素数 . 仍 对 于 P = 3,Q = 2, 但 
是 取 To =k - 1,Ty = 2k +1, WAFA Ta — k-2" 41. 如 果 
Tj = k-1,T{ = 2k — 1, WAH Tl = k- 2" — 1. 这 些 序列 在 前 节 已 
讨论 过 ， 已 经 说 过 : 存在 无 穷 多 个 奇数 (Sierpiiiski Xi), 使 得 Th 
为 合成 数 , 也 存在 无 穷 多 个 整数 k(Riesel 数 ), 使 得 T; 为 合成 数 . 

2002 年 ， Izotov 给 出 无 穷 多 对 (P,Q), 对 于 每 对 (P,Q) 均 
有 以 它 为 参数 的 无 穷 多 个 序列 (具有 不 同 的 初始 项 ) 均 是 由 合 
成 数组 成 . 


NSW 数 

NSW 不 是 “ 北 南 西 ” (North-South-West), 也 不 是 “新 南 威 
尔 士 ” (New South Wales), 而 是 指 Newman, Shanks 和 Williams 
1980 年 文章 ， 我 有 幸 见 到 此 文 的 预 印 本 ， 我 是 在 Dan Shanks Jj 
fi] Queen 大 学 时 见 到 此 文 ， 这 次 访问 有 许多 理由 是 值得 记忆 的 . 

在 文章 中 这 些 NSW 数 定义 成 奇数 下 标 : 51 = 1,53 = 7,85 = 
41, S7 = 239,59 = 1393,.… 来 源 于 如 下 的 问题 : 是 否 存在 阶 为 平 
方 数 的 有 限 单 群 ? 

数 Wh = Sn+i(n > 0) 是 以 已 = 6,Q = 1 为 参数 ， 初 始 项 为 
Wo = 1, Wi =7 的 2 阶 线性 递归 序列 ， 从 而 对 每 个 > 2 


Ww. (1 + yay + [e P V2)2n+1 
ad 2 


目前 不 知道 是 否 有 无 穷 多 个 NSW 素数 . 另 一 方面 ， Sellers 
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fii WIlliams (2002) 证 明了 序列 (Wi)a>o( 和 许多 类 似 序 列 ) 中 包含 
无 穷 多 个 合成 数 . 

用 原来 的 记号 ; 如果 Song) 是 素数 ， 则 2n + 1 必 为 素数 . 在 
p < 2000 时 ， 只 有 以 下 情形 S, 为 素数 : 


p = 3,5,7, 19, 29, 47,59, 163, 257, 421, 937, 947, 1493, 1901 


F.Morain YE 1989 年 证 明了 S1497 和 Sigo: 为 素数 . H.Dubner 在 
1999 年 对 于 区 间 2000 < p < 80000 决定 出 只 有 


p = 6689, 8087, 9679, 28953, 79043 


WY, Sp 为 可 能 的 素数 (PRP), 此 外 在 这 个 区 间 中 没有 其 他 素数 . 
也 在 1999 Æ, Dubner 和 Keller 证 明了 Sesso 是 素数 .由 于 这 
些 结果 均 未 发 表 ，W.Roonguthai 于 2000 年 又 重新 独立 发 现 前 三 
个 PRP, 第 四 个 又 由 A.Walker 于 2001 FAH. D.Broadhurst 在 
2001 年 证 明了 S80g7, Sg679( 以 及 Se689) 是 素数 ， 证 明 很 困难 . 
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第 六 章 。 关于 素数 的 经 验 和 概率 结果 


“经 验 ” (heuristic) 意味 着 根据 试验 .经 验 结果 是 由 对 表 中 
或 扩大 计算 的 数据 加 以 观察 而 得 到 的 ， 有时， 这 些 结果 表达 了 某 
种 统计 学 分 析 的 结论 . 

还 有 一 种 是 概率 方法 . 我 们 在 第 四 章 引用 过 的 Cramér 文章 
(1937), 对 此 有 很 好 的 解释 : 


在 研究 算术 函数 的 渐 近 性 质 时 ， 常 常 能 使 用 概率 推 

FE. 例如 我 们 研究 一 个 给 定 整 数 集合 S 的 分 布 , 便 把 5 

看 成 是 无 穷 多 序列 类 C 中 一 个 成 员 . 它 可 具体 解释 成 某 

种 随机 博弈 的 可 能 实现 . 然后 在 许多 情形 下 , 可 以 用 概率 

4$ p 1 的 方式 证 明 在 C 中 有 某 个 关系 R, 即 在 确定 的 数 

学 意义 下 ，C 中 几乎 所 有 的 序列 均 满 足 关系 R. 当然 ， 

我 们 一 般 地 不 能 保证 R 被 这 个 特别 序列 S 所 满足 , 但 是 

用 此 法 建议 的 结果 随后 常常 会 被 人 用 其 他 严格 的 方法 所 

证 明 . 

如 果 使 用 经 验方 法 或 概率 方法 不 够 谨慎 和 缺乏 智慧 ， 可 能 会 
得 到 与 现实 相距 甚 远 的 “梦想 ” 式 的 数学 应当 避 免 过 分 草率 的 
猜想 和 对 数据 的 错误 解读 . 

我 仔细 地 限制 自己 ， 只 介绍 少数 可 靠 的 贡献 ， 它们 是 Hardy 
和 Littlewood 在 《 数 的 分 拆 》 (PartitioNumerorum) 中 的 一 系列 
猜想 ， 和 Dickson,Bouniakowsky,Schinzel 和 Sierpiński 的 一 些 诱 人 
的 狂想. 
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6.1 线性 多 项 式 的 素数 取 值 


我 们 又 从 狄 利克 雷 算术 级 数 素数 定理 开始 , 它 是 说 : a Alb 
是 整数 , a 了 关 0,b > 1 并 且 gcd(a,b) = 1, 则 对 于 函数 f(X) = bX a, 
存在 无 穷 多 个 整数 m > 0, 使 得 f(m) 为 素数 . 

1904 年 ， Dickson 叙述 了 关于 多 个 线性 函数 同时 取 值 的 如 下 
的 猜想 : 


(D) i&s21, f(X) 2 bX cai, 其 中 ab; 为 整数 ， biz 
l(1&i« s). 并 设 下 面条 件 成 立 : 

(*) REAR n> 1, Ae 3E RA kA n | (S) falk) 
fs(k). 
则 存在 无 穷 多 个 自然 数 m, 使 得 film), f2(m),… ,fs(m) 均 为 素 
%. 

下 列 命题 比 (D) 要 弱 : 

(Do) 在 对 f(X) ,As(X) 同样 的 假设 下 ， 存在 某 个 自然 数 
m, 使 得 film), f2(m),… ,fs(m) 均 为 素数 . 


初 看 一 下 ,可 能 会 怀疑 (D) 的 正确 性 , 而 (Do) 似乎 比 (D) 要 
求 的 要 少 很 多 ， 所 以 (Do) 更 可 接受 . 但 事实 上 (D) 和 (Do) 是 等 
价 的 . 

这 是 由 于 若 (Do) 正确 , 则 存在 ma > 0, 1848 fim), ,天 (na) 
均 为 素数 . 令 9i(X) = fi(X+1+m) (1 < i € s), Ug (X), ,gs(X) 
也 满足 条 件 (9). 再 由 (Do) 知 存在 ki > 0, 使 得 gi (i), ,gs(k1) 
均 为 素数 . 令 m2 =k +1+mi >m, W fi(ma),--- , fs(m2) 均 
为 素数 . 继续 下 去 便 由 (Do) 推出 (D). 

Dickson 没有 探索 他 的 猜想 的 推论 . 这 是 Schinzel 和 Sierpiński 
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(1958) 文章 的 目标 .我 对 此 文 相当 有 兴趣 ， 在 本 章 将 用 较 大 篇 幅 
加 以 介绍 . 

Schinzel 实际 上 建议 了 一 个 更 为 广泛 的 猜想 (猜想 (HD), 其 中 
多 项 式 不 必 是 线性 的 . 但 是 在 我 讨论 猜想 (H) 和 它 的 推论 之 前 ， 
我 先 介绍 Schinzel 和 Sierpiński 在 猜想 (D) 之 下 证 明 的 许多 有 趣 
结果 . 

狂想 (D) 的 一 些 重要 推论 列举 如 下 ， 这 些 推论 表明 猜想 (D) 
即使 成 立 ， 要 证 明 它 也 是 十 分 膛 远 的 . 

(Dı) i s > lay < ag <- « a, X EE MERA, Hi 
A(X) 2 X ai FX) =X +a, BRAM (D) 中 条 件 (x). 则 
存在 无 穷 多 整数 m > 1, HIF maj may, moa, 为 相 邻 
素数 . 

在 第 四 章 4.2 和 4.3 节 讨 论 过 的 Polignac(1849) 猜想 是 (D1) 
的 推论 : 

(Do) 对 每 个 偶数 2k 2 2, 均 存在 无 穷 多 对 相 邻 素数 ， 每 对 素 
数 都 相差 2k. HRI, FEARS FARRAH. 

下 面 是 关于 挛 生 素数 丰富 性 的 另 一 个 有 趣 的 推论 : 

(D3) 对 每 个 整数 m 2 1, HRA 2m 个 相 邻 素数 ， 它 们 是 m 
NE ARIA. 

下 面 是 关于 算术 级 数 中 素数 的 另 一 个 相当 意外 的 推论 ,在 第 
四 章 4.4 节 证 明了 : 若 a,a 十 4d… ,a 十 (n 一 1)d 均 为 素数 ， 而 
1<n<a, 则 4d 为 JI Pp 的 倍数 . 由 (Di) 可 给 出 : 


psn 


(Da) i n» 1d 7 [[p9 4. 则 存在 无 穷 多 个 公差 为 d 


pgn 


的 算术 级 数 ， 其 中 每 个 算术 级 数 均 包 含 n ak 
请 读者 将 这 个 非常 强 的 猜想 和 我 们 在 第 四 章 4.4 节 中 介绍 的 
不 依赖 任何 猜想 的 结果 加 以 比较 . 
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关于 Sophie Germain 素数 ， 由 (D) 可 以 推出 : 

(Ds) HAN m>1, 存在 无 穷 多 个 算术 级 数 ， 其 中 每 个 级 数 
都 是 由 m 个 Sophie Germain 素数 组 成 的 . 

特别 地 , 由 (D) 推出 存在 无 穷 多 个 Sophie Germain 素数 , 而 这 
个 命题 不 用 任何 猜想 从 未 被 证 明 过 .我 将 在 后 面谈 到 关于 Sophie 
Germain 素数 的 分 布 的 定 基 的 命题 . 

猜想 (D) 是 这 样 强 的 命题 ， 它 还 可 以 推出 : 

(De) 存在 无 穷 多 个 Mersenne 数 为 合成 数 . 

我 在 第 一 章 2.4 节 讲 过 ， 没 有 入 (不 假设 (D)) 成 功 地 证 明了 
(De). 但 是 容易 对 类 似 于 Mersenne 数 的 其 他 序列 ， 可 证 明 它 包含 
无 穷 多 个 合成 数 ， 下面 结果 是 Powell 十 1982 年 提出 的 一 个 问题 
(以 色 列 人 在 1983 年 给 出 解答 ) : 


% m fon AR, m > 1,mn >2( 这 就 排除 了 m= 2,n — 1), 
则 有 无 穷 多 个 合成 数 m? 一 n, 其 中 p 为 素数 

证 明 it g 为 素数 ，g | mn 一 1, 十 是 gtm. i p 为 素数 ， 
p =q- 2 (mod q — 1), W m(m? — n) = m(mt? — n) = 1 ~mn = 
0 (mod q), 即 q | m" — n. 由 狄 利克 雷 算术 级 数 中 的 素数 定理 ， 存 
在 无 穷 多 素数 bp 使 得 p 三 9 一 2 (mod q 一 1), 所 以 有 无 穷 多 个 合 
数 m? — n, 其 中 p 为 素数 . a 


下 面 推论 也 可 看 出 猜想 (D) 是 很 强 的 : 

(D7) 存在 无 穷 多 个 Carmichael 数 ， 每 个 均 为 三 个 不 同 素数 
的 来 积 . 

Alford,Granvill 和 Pomerance(1994) 不 用 猜想 (D) 证 明 存在 
无 穷 多 个 Carmichael 数 ， 但 是 没有 证 明 存在 无 穷 多 个 Carmichael 
数 ， 每 个 均 恰 好 为 三 个 素数 的 乘积 . 
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(D) 的 另 一 个 重要 的 推论 是 著名 的 Artin 猜想 : 


(A) 若 a 是非 堆 整 数 ，a 关 一 1 并 且 不 是 完全 平方 ， 则 存在 
无 穷 多 个 素数 p, 使 得 a 为 模 卫 的 原 根 . 

虽然 Artin 猜想 至 今 未 被 证 明 ， 但 是 已 有 很 重大 的 进展 . 首 
先 ，Gupta 和 Ram Murty(1984) 作出 突破 性 工作 ， 后 来 有 Heath- 
Brown(1986) 的 摘 取 桂冠 的 工作 , 他 证 明了 : 至 多 有 两 个 素数 和 三 
个 无 平方 因子 正 整 数 ， Artin 猜想 对 它 不 正确 . 


6.2 任意 次 多 项 式 的 素数 取 值 


现在 设 多 项 式 可 以 是 非 线性 的 . 历史 上 第 一 个 猜想 是 1857 年 
由 Bouniakowsky 给 出 的 ， 其 中 多 项 式 次 数 至 少 为 2 : 


(B) 设 f(X) 是 整 系 数 不 可 约 多 项 式 ， 次 数 2 并 且 首 项 系 
数 为 正 ， 又 设 下 列 条 件 成 立 : 

(*) 不 存在 整数 n> 1, 使 得 对 每 个 整数 kn 整除 每 个 f(k). 
则 存在 无 穷 多 个 自然 数 m, 使 得 f(m) HARK. 

就 像 猜 想 (D) 和 (Do) 等 价 一 样 ， 读 者 应 当 给 出 类 似 的 猜想 
(Bo), 并 且 猜 想 (B) 和 (Bo) 等 价 . 

在 讨论 猜想 (B) 之 前 ， 首 先 要 明确 ， 在 多 项 式 取 素 值 方面 目 
前 只 有 很 少 的 结果 . 例如 ， 现 在 没有 找到 一 个 次 数 大 于 1 的 多 项 

(X), 使 得 对 无 穷 多 自然 数 n,|f(n)| 均 为 素数 ， 另 一 方面 ， 
Sierpiński J* 1964 年 证 明了 : 对 每 个 大 > 1, 均 存 在 整数 b, 使 得 对 
ED kA ERR n,n? + b 均 为 素数 . 

设 f(X) 为 次 数 d > 2 的 整 系数 多 项 式 . 对 每 个 Zz> 1, 令 


: 263- 


Tila) = (n > 1| |f(n)| € zx, 并且 |f(n)| 为 素数 } 


Nagell 于 1922 年 证 明了 lim ny(x)(z)/z = 0, 所 以 f(X) 取 很 少 
WKH. Heilbronn 在 1931 年 证 明了 更 精细 的 结果 : 
存在 正 的 常数 C( 依 赖 于 FU). 使 得 对 每 个 2 之 1 
rl/d 


Tile) < CT 


对 于 一 般 多 项 式 ， 目 前 知道 的 不 多 .但 是 对 某 些 特殊 类 型 的 
多 项 式 有 较 多 的 计算 结果 和 猜想 . 我 以 后 再 详细 介绍 . 

是 否 存 在 无 穷 多 个 素数 p, 使 得 f(p) 均 为 素数 ， 这 是 更 困难 
的 问题 . 特别 地 ， 我 已 经 讲 过 ， 目 前 不 知 是 否 有 无 穷 多 个 素数 p, 
使 得 f(X) = X + 2( f(X) = 2X +1) 仍 取 素 数值 即 不 知 无 穷 
多 挛 生 素数 对 或 无 穷 多 Sophie Germain 素数 的 存在 性 ). 但 是 如 果 
考虑 列 素 数 ， 则 用 得 法 并 参见 Halberstam 和 Richert 的 书 ， 可 知 
情况 要 好 得 多 . 

BZ “EH WEN: 给 了 kl 不 超过 大 个 素数 (不 必 
不 同 ) 之 积 的 自然 数 n = pip2…pr (r < k) 叫 作 k- RRB. 以 Pe 
表示 所 有 k- 列 素 数组 成 的 集合 .Richert(1969) 证 明了 : 

设 1(X) 是 d 2 1 次 整 系数 多 项 式 ,并 且 首 项 系数 为 正 (f(X) # 
X). 又 设 对 每 个 素数 p, F(X) = 0 (mod p) 的 解数 plp) 小 于 p. 再 
设 当 p< d+1 并 且 ptf(0) 时 ，p(p) « p — 1. 则 存在 无 穷 多 个 素 
数 p, 使 得 f(p) 均 为 (2d + 1)- HRB. 

Rieger(1969) 证 明了 下 述 特殊 情形 ， 存 在 无 穷 多 个 素数 p, 使 
f$ p? -2€ Ps. 

现在 回 到 Bouniakowsky 猜想 ! Bouniakowsky 本 人 没有 研究 
他 的 猜想 的 任何 推论 . 这 是 由 Schinzel 和 Sierpiński 做 的 . 他 们 在 
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100 年 之 后 ， 独 立地 叙述 了 一 个 更 一 般 的 猜想 . 

下 列 命题 未 被 证 明 ， 但 它 是 猜想 (B) 的 直接 推论 . 

(Bi) 设 a,b,c 是 两 两 互 素 的 整数 ， 2 lab 和 ec 不 同时 
为 偶数 ， 如 果 刀 一 4ac 不 为 平方 数 ， 则 存在 无 穷 多 个 自然 数 m, 使 
得 am? - bm - c 为 素数 . 

命题 (B) 又 推出 : 

(B2) Æ k ARK, HA -k 不 是 平方 数 ， 则 存在 无 穷 多 个 自 
然 数 m, 使 得 m2 十 为 素数 ， 

特别 地 ， 由 (Bo) 可 知 存 在 无 穷 多 个 形 如 m? + 1 的 素数 . 
m? 十 1 型 素数 和 实 二 次 域 的 类 数 有 深刻 的 联系 . 

多 项 式 X? e 1 是 判别 式 为 负 的 最 简单 二 次 多 项 式 . 如 果 能 证 
明 它 可 取 无 穷 多 个 素数 值 ， 那 将 是 一 个 巨大 的 进展 . 但 是 只 要 与 
Friedlander 和 Iwaniec(1998) 最 近 得 到 的 下 面 重要 定理 相 比 , 便 知 
这 是 多 么 困难 . 

存在 无 穷 多 个 素数 可 表 成 a? M. 

这 个 结果 的 证 明 需 要 深刻 的 筛 法 和 其 他 工具 . 这 个 结果 离 “ 形 
Al m? +1 的 素数 有 无 穷 多 ”" 还 有 多 远 ? 后 者 不 仅 包含 Friedlander 
和 Iwaniec 定理 ， 而 且 还 推出 对 每 个 > 1, 存在 形 如 a? + 7^ 的 
无 穷 多 素数 . 

下 面 的 命题 也 是 Hardy 和 Littlewood 于 1923 年 提出 的 猜想 ， 
它 也 是 (B) 的 推论 . 

(B3) 设 d> 1 为 奇数 ,为 整数 ,并 且 对 d 的 每 个 因子 e > Lk 
MRR BH e kR. 则 存在 无 穷 多 自然 数 m, 使 得 mk AK 
数 . 

Schinzel 在 与 Sierpifski 合 写 的 文章 中 提出 以 下 的 猜想 : 

(H) B821, AX) fo(X) 均 是 整 系数 不 可 约 多 项 式 ， 
并 且 首 项 系数 均 为 正 整 数 ， 又 设 下 列 条 件 成 立 : 
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(9) 不 存在 整数 n > 1, 使 得 对 每 个 整数 kn | filk) folk): 
folk). 则 存在 无 穷 多 个 自然 数 m, 使 得 film), falm), , fs(m) 均 
为 素数 . 

(Ho) 在 对 A(X) ,fs( 羡 ) 的 同样 假设 之 下 ， 存 在 自然 数 
m, 使 得 film), fo(m),… ,fs(m) 均 为 素数 ， 

'jH[— FE, (H) RI (Ho) 是 等 价 的 . 如 果 fX), f(X) 都 
是 一 次 多 项 式 ， 这 就 是 Dickson 的 猜想 (D) 和 (Do). 若 s= 1, W 
为 Bouniakowsky 猜想 (B) 和 (Bo). 

我 不 想 列举 这 个 猜想 的 所 有 推论 , 但 是 想 提 一 下 Schinzel 的 一 
WER, 它 与 Carmichael 关于 欧 拉 函数 取 值 的 一 个 猜想 有 联系 . 
回忆 一 下 第 二 章 2.2F 节 的 记号 ， 对 每 个 m> 1 令 


Vo(m) = #{n > 1 | y(n) = m} 


Schinzel 在 1961 年 证 明 由 猜想 (H) 可 推出 : 

(Hi) 对 每 个 s > 1, 存在 无 穷 多 整数 m > 1, KF V,(m) = s. 

注意 s 关 1, 所 以 命题 (H1) 不 包含 Carmichael 猜想 . 

喜欢 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 的 读者 会 知道 ， 有 许多 这 样 的 三 数组 
(a,b,c), 其 中 b ABM, a? +P = e, 而 a Mee 是 素数 ， 如 
(3,4,5), (5, 12, 13) 等 ， 你 可 能 会 问 是 否 有 无 穷 多 这 样 的 三 数组 . 
你 可 能 想 证 明 它 ， 但 会 遇 到 困难 . 事实 上 ， 没 有 人 知道 如 何 证 明 
它 ， 除 非 假定 狂想 (H) 是 对 的 . 

这 是 Schinzel 和 Sierpiński 文章 中 所 说 的 . 为 了 读者 的 方便 ， 
我 给 出 他 们 的 证 明 ” 首先 需要 建立 : 

(Ha) i& a,b,c,d 为 整数 ，a > 0, d 5 0 并且 可 一 4ac 不 是 
平方 数 . 又 设 存在 整数 ro, yo, 使 得 ged(zoyo. 6ad) = 1 # E azz + 
bro c — dyo. 则 存在 无 穷 多 对 素数 p,q, 使 得 ap? 十 bp 十 c= dq. 

证 明 (H) > (Ho). 令 fi(X) = dX + zo, fo(X) = adX? + 
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(2azo 4-b) X + yo. 由 于 (2azo +b)? — 4adyo = (2azo +b)? — 4a(az$ + 
bro + c) = b? — 4ac 不 是 平方 数 ， 可 知 f2(X) 和 fi (X) 均 是 不 可 约 
的 . 

现在 验证 条 件 (9). W 9(X) = fi(X)fo(X), 这 是 三 次 多 项 
式 ， 首 项 系数 为 ad?. 如 果 存 在 素数 p, 使 得 对 每 个 整数 m, 均 有 
p | g(m), NI p EBR g(m) — g(m— 1) = Ag(m),g(m—1) - g(m-2) = 
Ag(m — 1) ffl g(m —2) — g(m —3) = Ag(m —2). 同样 地 ，p 整 
BR A?g(m) = Ag(m) — Ag(m — 1) fl A?g(m — 1) = Ag(m = 1) - 
Ag(m — 2). FEMA p | A?g(m) = A?g(m) — A?g(m — 1). 但 是 
A?g(X) = 6ad?. XH p | g(0) = xoyo, 则 p | gcd(xoyo, 6ad) = 1, 
这 是 不 可 能 的 . 于 是 条 件 (9) 成 立 . 由 (H) 知 存在 无 穷 多 自然 数 m, 
使 得 firn) = p 和 fo(m) =q. H afi (XP HAX) +e = dfa(X), 
可 知 ap? + bp + c = dp. 


命题 (Ho) 又 可 推出 : 

(Ha) 每 个 有 理 数 r > 1, 都 可 以 用 无 穷 多 方式 表 成 了 = (p? 一 
1)/(gq 一 1), 其 中 p 和 gq 为 素数 . 

证 明 (H2) > (Hs).  r — d/a, d» a» 0. ER (H2) 中 
Jib —0,c—d—a. HF b? — 4ac = —4a(d — a) <0, 它 不 是 平方 
数 . 令 zo = yo = 1, W (Ho) 中 条 件 成 立 ， 二 是 有 无 穷 多 素数 对 
p. q, 使 得 ap? + bp + c= dq. 即 


d d 4 
—-—q-pel r= 
a a 


现在 回 到 一 开始 叙述 的 命题 
(Ha) 存在 无 穷 多 正 整数 组 (a,b,c) 4 ($a? 0? — ER a 
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和 c 为 素数 . 
证 明 (Ha) > (Ha). 4 r = 2, 则 存在 无 穷 多 对 素数 p.a. 使 
得 2= (p? -0/(a-1. FÆ p! 229-1. fi p? c (q-1* = g^. 0 


三 角形 (3,4,5) 和 (5,12,13) 是 上 述 意 义 下 的 2- 素 边 直角 三 
角形 ， 它 们 与 素数 5 MRA. Dubner 于 1999 年 告诉 我 ， 他 研究 
下 面 的 问题 . 

我 引进 Dubner 链 这 一 概念 ， 这 是 (有 限 或 无 限 的 )2- 素 边 直角 
三 角形 序列 ， 并且 每 个 三 角形 都 和 下 一 个 三 角形 有 公共 边 . 到 目前 为 
止 ， 我 不 知 是 否 由 猜想 (H) 可 推出 任意 长 的 Dubner 链 的 存在 性 . 

若 +P =, 并且 a 为 素数 ， 则 (a,b,c) VEZEH, FE 
a =u? —v?, b= 2uv, c=u +v. Ha ERR, WH u-v=l. 

DER b = wW 2v, c = 29? 22v d. 因此 ec = btl, 和 证 明 
(Hs) > (Ha) 中 的 情形 一 致 . 所 以 当 a 增 大 时 ， Dubner 链 中 的 三 
角形 越 来 越 细 长 .又 由 于 a? = (uev)? =c+b = 2e - 1, 所 以 需要 
求 素数 a, 使 得 c = (a? + 1)/2 也 是 素数 . 

XT. k = 2,3,4,5,6,Dubner 决定 了 产生 长 上 的 链 的 最 小 素数 
a. 它们 为 


k PUE k NEEE h a 
2 3 
3 271 
4 169219 
5 356498179 
6 2500282512131 


很 难 构 作 长 的 直角 三 角形 链 ， 使 最 长 的 两 边 都 是 素数 . 
Dubner 和 Forbes(2001) 构 作 了 一 个 长 为 7 的 Dubner 链 ， 其 中 
a = 2185103796349763249, 而 最 后 一 个 三 角形 的 斜 边 是 2310 位 的 
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素数 c. 
P.T.Mielke 告诉 我 (H3) 有 以 下 的 推论 ， 它 涉及 整数 边 的 三 角 
形 ， 但 不 必 是 直角 三 角形 . 


(Hs) 存在 无 穷 多 整数 边 长 a pq 的 三 角形 ， 其 中 pp 和 4g 都 
是 素数 ， 而 边 a 和 pp 之 间 的 夹 角 为 7/3( 或 为 27/3). 

证 明 (Ha) = (Hs). 由 (Hs) 知 存在 无 穷 多 素数 对 (p,q), 使 
得 4= (p -1)/(q—1) 这 时 p > 2 并 且 4 = (pP +3)/4. $ 
a = (p 一 1)(p 二 3)/4, 则 a 为 整数 而 a 一 p= (pt 1)(p — 3)/4. 并且 


2 2 2 342 
p -1(pk- (r-3 
p^ a? -ap = p^ a(a-p) = pat X ( ) gq 


16 4 
由 余弦 定理 ， 这 意味 着 边 a 和 2 之 间 的 夹 角 为 5/3， 若 取 a = 
(p  1)(p — 3)/4, 则 类 似 可 证 夹 角 为 27/3. a 


Sierpiński 在 1958 年 那 篇 文章 中 提出 下 列 猜想 ; 
(S) 对 每 个 整数 n> 1,43 n? 个 整数 1,2, m? S n xn 
方 阵 


1 2 TEES 
nal n+2 Se 2n 
2n+1 2n +2 e On 

(n-1)n+1 (n-1)n+2 - m? 


则 每 行 均 有 素数 . 

2 当然 在 第 1 行 中 . 由 Bertrand 和 切 比 雪夫 定理 ， 第 2 行 也 
有 素数 . 利用 Bertrand 和 切 比 雪夫 定理 的 改进 结果 ， 可 以 对 前 几 
行 有 进一步 的 结论 . 例如 Breusch 在 1932 年 证 明了 : ^4 n > 48 
Wf, TE n Al (9/8)n 之 间 存 在 素数 . 所 以 若 0 ck «T f nz 9, Wi 
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有 素数 p 满 足 kn +1 < p « (9/8) (kn +1) < (k - 1)n. 即 在 前 8 行 
均 有 素数 

由 素数 定理 ， 对 每 个 h > 1 均 存 在 no = nolh) > h, 使 得 当 
n 2 no 时 ， 存 在 素数 p 满足 < p < (12- 1/h)n. 由 此 可 知 ， 当 
n > no 时 上 述 方 阵 前 h 行 中 每 行 均 有 素数 . 

就 像 前 面 的 猜想 一 样 ， (8) 也 有 一 些 有 趣 的 推论 

(S1) HEA n >l, 至 少 有 了 两 个 素数 p 和 及, 使 得 n2 <p< 
p < (n 1y4. 

(82) AAR n21, 至 少 有 4 个 素数 pp pp", i$ n? < 
p<p <p” <p” <(n+1). 

在 不 假设 (S) 的 条 件 下 ，(S1) 和 (52) 均 未 被 证 明 . [FLETES 
证 明 对 充分 大 的 n, E n? 和 (n+ 1)? 之 间 存 在 素数 p. 这 可 利用 
Ingham 的 以 下 结果 :， 对 每 个 = > 0d, = pai 一 pn = O(pi?/9**), 

Schinzel 把 Sierpiński 猜想 变 成 以 下 形式 : 

(S') 对 每 个 整数 n> 1, 像 (5S) 那样 将 n? 个 整数 1,2, n? 
排 成 n MFE. 如果 1 «kn, ged(k, n) = 1, 则 方 阵 的 第 大 列 
包含 素数 . 

Schinzel 和 Sierpiński 没有 谈 及 猜想 (S) 的 任何 推论 . 我 想 这 

- 定 是 在 星期 日 晚上 ， 他 们 太 累 了 ， 而 在 1963 年 ， Kanold 又 讲 
到 这 个 猜想 . 
最 后 我 介绍 Schinzel 和 Sierpinski 文章 中 的 一 个 评论 : 


我 们 不 知道 我 们 猜想 的 命运 如 何 ， 但 是 我 们 想 ， 既 
使 这 些 猜 想 被 否定 ， 对 于 数论 也 是 有 益 的 . 
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6.3 连续 取 多 个 合成 数值 的 多 项 式 


现在 介绍 McCurley 的 一 些 有 趣 结果 . 根据 Bouniakowsky 猜 
想 ， 若 f(X) 是 整 系数 不 可 约 多 项 式 ， 并 且 满 足 条 件 (*), 则 存在 
最 小 的 整数 m > 1, 使 得 (m) ARM. 这 个 最 小 正 整数 m 表示 
成 pf). 

d: f(X)=dX +a, Kd 22, 1«a&d- 1, ged(a,d) = 1, 
当然 p( 了 ) 是 存在 的 . 用 第 四 章 4.4 节 的 记号 


p(d.a) —a 


p(dX +a) =P 


而 Prachar 和 Schinzel 曾 给 出 p(d,a) 的 下 界 . 

McCurley 把 上 述 结果 推广 到 任意 次 数 的 多 项 式 FOX). 他 所 用 
的 一 个 重要 工具 是 Odlyzko 的 下 面 结 果 (在 我 第 二 章 引 用 的 Adle- 
man,Pomerance 和 Rumely(1983) 一 文中 ) : 

存在 绝对 常数 C > 0 和 无 穷 多 个 整数 d > 1, 使 得 d HED 
eclsd/(slsd) 个 形 如 p 一 1 (p 为 奇 素数 ) WAF. 

Xt EXRBS d. 设 p1,… ,pr 为 奇 素数 ， 使 得 pi — 1 HERR d. 
WW k = pipz pr- 1 或 者 上 = 3p1ip2…pr — 1, 使 得 大 三 1 (mod 4). 
4 f(X) = X? - k, W A(X) 不 可 约 并 且 满 足 (*). 由 此 McCurley 
在 1984 年 证 明了 : 

存在 常数 C! > 0, 使 得 整数 mm 满足 |m| < eC Ie] le 时 ， 
fim) 为 合成 数 ， 

注意 证 明 没有 明显 地 给 出 多 项 式 来 . 但 通过 计算 机 寻找 ， 发 
现 了 以 下 表 6.1 中 的 多 项 式 (第 一 个 例子 来 自 Shanks 1971): 后 
一 个 多 项 式 的 最 小 素数 取 值 多 于 70 位 . 

1986 年 McCurley 用 另外 方法 证 明了 : 
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R61 具有 许多 初始 合成 数值 的 多 项 式 


f(X) m 小 于 此 数 时 fm) 为 合成 数 
X® + 1091 3905 
XS + 82991 7979 
X12 + 4094 170624 
X?? + 488669 616979 


对 每 个 d > 1, 存在 满足 条 件 (*) 的 d 次 不 可 约 多 项 式 f(X), 
使 得 当 


Im| < eC V/ 10/0 LG) 


at, |f(m)| 为 合成 数 . 

XE LS) JESO) = 过 oxX* 的 长 度 ,定义 为 [1) = Xll. 
而 larl 是 lax| 的 二 进 制 展开 时 的 位 数 ， |l0|| = 1. 这 个 结果 可 用 
于 任何 次 数 的 多 项 式 ， 并 且 证 明 中 明显 地 给 出 具有 所 需 性 质 的 多 
项 式 

对 于 某 些 情形 McCurley 决定 出 p(X4 +k). 以 下 表 6.2 是 他 
所 列表 中 的 一 部 分 


表 6.2 ”具有 许多 初始 合成 数 取 值 的 多 项 式 X" 十 大 


d m max(p(X4 + k) | k < m) 
2 106 p(X? + 576239) = 402 
3 10° p(X? + 382108) = 297 
4 150000 p(X4 + 72254) = 2505 
5 105 p(X® + 89750) = 339 


S.M.Williams 考虑 首 项 系数 不 为 1 的 二 次 多 项 式 ，1992 年 他 
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告诉 我 以 下 结果 : 


P(8X* + X + 564135) = 482 
P(4X? + X + 530985) lam 
P(2X? + X + 931650) = 443 
P(73X? + 7613) = 420 


6.4 数 的 分 拆 


仔细 研究 Hardy 和 Littlewood(1923) 的 文章 “ 数 的 分 拆 TII: 
数 表 成 素数 之 和 ”是 非常 有 益 的 .在 这 里 会 看 到 在 从 未 有 过 的 范 
围 内 一 种 理性 的 系统 尝试 ， 对 于 满足 各 种 附加 条 件 的 素数 的 分 布 
给 出 经 验 公 式 . 

我 将 从 Hardy 和 Littlewood 文章 中 选取 几 个 概率 猜想 (由 于 
这 些 猜 想 已 成 为 经 典 ， 我 保持 它们 的 标号 ). 第 一 个 猜想 是 关于 哥 
德 巴赫 问题 : 

猜想 A 每 个 充分 大 的 偶数 In 均 为 两 个 素数 之 和 ， 其 表 法 
的 渐 近 公式 为 


2n p-1 

mn Cry ll ss 
p>2 
pin 


其 中 


1 
2 = 0.66016 -- 


注意 C 和 第 四 章 4.3 节 的 挛 生 素数 常数 是 一 样 的 . 
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下 面 猜 想 涉 及 相差 为 给 定 值 2k 的 素数 (不 必 相 邻 ), 所 以 特别 
地 包括 挛 生 素数 情形 : 


猜想 B 对 于 每 个 偶数 2k > 2, 均 存在 无 穷 多 个 素数 p, 使 得 
pt2k UE kd&. AT r21, 4 


TX,X+2k(Z) = #{ p | p+ WAKKHA pt 2k <x} 
则 


p-1 


z 
~ 2C: 
TX,X+2k ? ga)? II p-2 


p>2 
pik 


其 中 C2 REGE BUR A. 

特别 若 Qk = 2, 这 给 出 第 四 章 4.3 节 已 指出 过 的 变 生 素数 渐 
MAK. 

猜想 卫 是 关于 形 如 m? +1 的 素数 . 


RE 存在 无 穷 多 个 形 如 m? 十 1 HER. AP ed, > 


Tx241(2) = 4 (4p <j]p=m? 41) 


(0) «cy 


Tx2441(7. 
* Iga 


c- II(1- CHP) = 137281346… 


p23 
(-1]p) = (OD? 是 勒 让 德 符号 
AK 6.3 可 以 看 出 ， 猜 想 给 出 的 值 和 xz+li(z) 的 实际 值 非常 
符合 (后 两 行 是 Wunderlich 在 1973 年 计算 的 ) : 
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6.3 WM m? + 1 的 素数 


T T x241(z) Cyzlogz 比值 
105 112 99 0.8839 
105 841 745 0.8858 
1019 6656 5962 0.8957 
10? 54110 49684 0.9182 
10H 456362 425861 0.9332 


这 里 我 要 提 到 Iwaniec(1978) 的 结果 : 存在 无 穷 多 个 形 如 m? + 
1 的 2- RRL. 
下 面 又 是 一 个 狂想. 


猜想 了 设 a>0,b 和 cc 为 整数 ， gcd(a,b,c) = 1,b? — 4ac 
不 是 平方 数 ， 并 且 a+b c 不 同时 为 偶数 . 则 有 无 穷 多 个 形 如 
am? 4- bm +c 的 素数 (这 是 命题 (B1)). 并 且 不 超过 2 的 上 述 形 式 
的 素数 个 数 有 渐 近 式 


eC Vz p 
TaxX2+bX+e(Z) ~ Va lgz II p-1 
p>2 
p | gcd(a, b) 
其 中 
Aet; 21a4b 
= 2, 2|atb 
= _ ((b? — 4ac) | p) 
C= Il ( vi 
p>2 
pia 


其 中 (0? — 4ac) | p) vw Ng 
特别 地 ， 猜 想 可 用 于 形 
平方 数 ， 


特别 对 多 项 式 fa(X) = X? - X +AA > 1 ERO, 猜想 下 


* 
woe 


Tx24x4a(x) ~ C( lgz 


其 中 


e - I (: = UTI TES | 2) 


注意 对 多 项 式 fa(X), 第 三 章 定义 的 
Thx AN) = Tx24.x4AlN) =#{n<N| fa(n) 为 素数 } 


tj apoo (N?) 很 近 


* N 
Tio x s AQ(N) ~ 1x24x4a(N?) ~ CAEN 


所 以 C(A) 值 越 大 ， 素 数 个 数 zs x+a(N) 可 能 越 大 . 

Shanks(1975) 对 于 A = 41( 即 欧 拉 的 著名 多 项 式 ) 算出 
C(41) = 3.3197732.Fung 和 Williams 在 1990 年 对 于 许多 A 算出 
C(A) 和 ma x4 4 (109). Jacobson(1995) 又 作 了 范围 更 大 的 计算 . 


记录 

到 目前 为 止 的 计算 工作 ， 对 某 个 70 位 的 整数 A, 得 到 最 大 值 
C(A) = 5.5338891, 这 是 Jacobson 和 Williams 在 2003 年 发 表 的 . 
Jacobson 在 他 1995 年 论文 中 得 到 


C(517165153168577) = 5.0976398 
由 此 得 到 
TXa+X+517165153168577(109) = 300923 
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在 此 之 前 的 记录 是 Fung 和 Williams 给 出 的 


C(132874279528931) = 5.0870883 


7X24 X+132874279528931 (10°) = 312975 


目前 得 到 的 They, 


;4A(105) 的 最 大 值 为 


X2 x 21425625701 (10°) = 361841 


其 中 


C(21425625701) — 4.7073044 


作为 比较 ， 我 们 有 


TX2+X+4I( 


N.G.W.H.Beeger 在 


10°) = 261081, ^ C(41) = 3.3197732 


1939 年 给 出 


TXa+X+27941(105) = 286129, — C(27941) = 3.6319998 


《 数 的 分 拆 》 中 还 有 许多 其 他 猜想 .这 里 我 只 打算 再 提 一 个 : 


猜想 N 存在 无 穷 多 个 形 如 卫 = kh +h +m 的 素数 ， 其 中 


,l,m 均 是 正 整 数 . 


猜想 还 对 可 以 这 样 表示 的 z 以 内 素数 个 数 建议 了 一 个 渐 近 估 


计 式 . 


Heath-Brown 于 2001 年 证 明了 如 下 定理 : 
存在 无 穷 多 个 形 如 p= 二 十 213 MEK, LP ok] 为 正 整 数 ， 
由 此 推出 猜想 NN 成 立 , 但 是 证 明 方 法 得 不 到 猜想 的 渐 近 估计 


X. 立方 和 问题 比 了 


F 方 和 问题 要 困难 许多 ， 所 以 Heath-Brown 定 


理 是 2 项 型 表达 素数 问题 的 一 个 重大 的 进步 . 
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人 们 对 于 Hardy 和 Littlewood 的 各 种 猜想 作 了 大 基 计 算 ， 试 
图 精确 决定 公式 中 的 常数 ， 验 证 与 实际 观察 结果 符合 的 程度 由 
于 常数 多 半 是 表达 式 收敛 很 慢 的 无 穷 乘 积 ， 有 人 把 这 些 表达 式 加 
以 变型 使 其 更 容易 计算 . 
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附 录 1 


素数 和 配对 (M.Ra,Murty) 

组 合 学 中 有 一 个 著名 的 定理 , 即 由 Philip Hall 于 1935 年 证 明 
的 联姻 定理 . 它 的 内 容 为 : 若 X EAR, HASi UMV 两 
个 部 分 ， 则 存在 U 中 元 与 V 中 元 之 间 的 一 个 配对 当 且 仅 当 对 于 
U 的 每 个 子 集合 S, 3 的 “ 邻 域 "( 即 Y 中 与 S 中 的 某 元 素 相 邻 
的 全 部 元 素 组 成 的 集合 ) 中 的 元 素 个 数 不 少 于 S 中 的 元 素 个 数 . 
换 句 话说 ， 我 们 可 以 在 图 中 得 到 互 不 相交 的 一 些 边 ， 使 得 每 个 顶 

初 看 起 来 ， 这 个 定理 似乎 并 不 深奥 ， 它 往往 用 (其 名 所 示 的 ) 
婚姻 术语 加 以 叙述 和 证 明 ， 其 中 子 集合 UA V 分 别 表示 男人 和 
女人 ， 而 问题 则 是 将 他 们 分 成 配偶 ， 尽 管 它 看 上 去 简单 和 通俗 易 
懂 ， 这 个 定理 在 组 合理 论 中 有 深刻 的 应 用 . 我们 这 里 的 目的 是 将 
它 与 数 轮 中 的 一 个 著名 的 猜想 联系 起 来 . 

1969 年 ， C.A.Grimm 叙述 了 关于 相 邻 合 成 数 的 一 个 猜想 ， 
他 预言 ， 如 果 n+l- ntk 是 相 邻 合成 数 ， 则 存在 两 两 不 同 的 
素数 p; ， 使 得 pi | nie i 这 可 以 用 配对 的 语言 加 以 叙述 ， 考虑 如 
下 的 二 分 图 X, HH UERR n+l- ,n+k 组 成 的 集合 , 而 
V 是 由 (n+1)---(n +k) 的 全 部 素 因 子 组 成 的 集合 .我们 将 n+i 
!j V 中 的 p 相连 当 且 仅 当 p|n+i 于 是 问题 归结 于 是 寿 有 UU 的 
配对 ， 而 配对 存在 的 充分 必要 条 件 是 Hall 条 件 成 立 . 

Erdós 和 Selfridge(1971) 发 现 要 证 明 这 个 猜想 是 相当 困难 的 . 
因为 由 它 可 得 到 一 些 令 人 惊讶 的 推论 . 其 中 一 个 推论 是 : 在 任何 两 
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个 相 邻 的 平方 数 之 间 一 定 有 素数 .这 个 猜想 目前 甚至 用 黎 曼 猜测 
也 未 能 被 证 明 . 由 Grimm 猜想 推出 它 并 不 困难 ， 下 面 给 出 证 明 . 

Grimm 猜想 的 一 个 推论 为 : 假如 区 间 [n 十 1,n +k] PRAK 
数 ， 则 乘积 P(n, k) = (n+1)---(n+k) 至 少 有 上 个 不 同 素 因子 . 
这 个 较 弱 的 论断 也 未 被 证 明 ， 但 是 由 此 可 推出 任何 两 个 相 邻 平方 
数 之 间 必 有 素数 . 


定理 以 w(m) 表示 m 的 不 同 因子 个 数 . 则 存在 常数 C > 0， 
使 得 当 k > cVn/ign 时 ，w(P(n,k)) < k. 

证 明 以 ”表示 Pink) 中 不 同 素 因子 个 数 ， Pr 表示 第 ”个 
素数 .由 于 P(n,k) = 0(modk!) 可 知 有 不 等 式 


(n+k)F>P(n,k)>k! IT peek II» 
pk kcp&pr 
p | P(n, k) 


由 素数 定理 知 存在 常数 cl > 0 ， 使 得 


x lgp = pr — k + O(pre~“V'8Pr) 
k<p<pr 


如 果 r > k ， 则 (再 由 素数 定理 ) 上 式 左 边 至 少 有 klgk 并 且 当 
roo Hf p. rlgr & rlglgr. 由 此 给 出 


(n + k)* > k!k" (lg k)" 


利用 初等 不 等 式 e^ > kh/k! 可 得 


2 
n+k> (=) lgk 


由 此 即 得 定理 ， a 
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R 由 Grimm 猜想 可 推出 : 任何 两 个 相 邻 平方 和 之 间 必 有 素 

数 . 
证 明 假设 Grimm 猜想 成 立 并 且 在 m = m fl n+k = 
(m + 1)? 之 间 没 有 素数 ， 则 大 = 2m +1 并 且 e(P(n k)) 2 k. 
由 上 述 定理 知 大 = O(/n/lgn) ， 而 这 不 可 能 . 口 


不 难看 出 在 上 面 叙 述 中 ， 每 个 推理 都 可 更 为 明确 ， 即 所 有 常 
数 都 是 有 效 的 . 

这 个 结果 使 我 们 来 研究 函数 g(n) ， 它 定义 成 使 Grimm 猜想 
对 区 间 (n+ 1, n +k) 成 立 的 最 大 整数 k. 显然 有 g(n) < 2n ， 因 为 
这 时 区 间 包 括 有 2 的 两 个 方 寡 ， 上 面 定 理 给 出 


g(n) = O(vn/lgn) 


所 以 给 出 g(n) 的 上 下 界 是 一 个 有 趣 的 研究 题目 . 利用 联姻 定理 ， 
Erdós 和 Selfridge(1971) 证 明了 


g(n) > (1+0(1))lgn. 


随后 用 Baker 方法 ， Ramachandra, Shorey 和 Tijdeman(1975) 证 
明了 
(Ign)? 
(log, n)*(log; n)? 
我 们 现在 指出 Erd5s 和 Selfridge 所 用 的 推导 . 但 首先 给 出 由 
联姻 定理 得 到 的 如 下 推论 . 


= O(g(n)). 


引 理 对 每 个 n>1,， 在 区 间 [n - 1n g(n) - 1] PA s+] 
个 不 同 整数 ,使 它们 的 乘积 荆 有 s 个 不 同 素 因 子 , 并 且 了 的 最 大 
素 因子 小 于 g(n). 
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TA 构 作 二 分 图 其 两 部 分 顶点 分 别 为 区 间 中 所 有 整数 和 
区 间 内 所 有 整数 之 乘积 的 全 部 素 因 子 .将 区 间 中 每 个 整数 与 它 的 
所 有 素 因 子 相连 . 由 g(n) 的 定义 可 知 Hall 条 件 对 此 图 不 成 立 . 所 
以 区 间 中 必 有 s+1 个 不 同 的 整数 ,它们 最 多 与 s 个 素数 相 邻 . 取 
5 为 具有 此 性 质 的 最 小 整数 ， 则 区 间 中 任何 s 个 整数 之 积 都 至 少 
有 s 个 不 同 素 因 子 . TET RHA s 个 不 同 的 素 因 子 . HTAR 
因子 p > g(n) , JU p 整除 [n+ 1, n- g(n) c1] PRT nj. 由 于 区 
间 长 度 为 g(n) ， 可 知 区 间 中 没有 别 的 整数 被 p 整除 ， 现 在 T/n; 
是 s 个 整数 之 积 并 且 至 多 有 s - 1 个 素 因 子 . 由 s 的 最 小 性 质 ， 
T/mi EDA s 个 素 因子 ， 这 导致 矛盾 . o 


定理 (Erdös 和 Selfridge) g(n) > (1 + o(1))lgn. 

证 明 由 上 述 引 理 ， 可 取 整 数 m ,ns+1 ,使 它们 的 乘积 了 
RA s 个 素 因 子 . 对 每 个 p| 工 ， 记 ap 为 诸 n; 中 被 bp 的 宕 整除 的 
BRAHA, POK ni 中 的 元 素 my 使 得 pr | m,. HFT As 个 素 
EAF, HEKE, ARA n 不 是 上 述 s 个 my. 考虑 因子 分 解 


ny = Il» 


PIT 
则 ep < ay. 于 是 p^» 同时 除 尽 ne 和 my. 于 是 p° | |n my < 


g(n). Br n < nk < g(n)* , BẸ s > lgn/lgg(n). 但 是 了 的 所 有 素 
因子 都 小 于 等 于 g(n). 于 是 s < n(g(n)). 由 素数 定理 ， 有 


s< (let oi 


将 以 上 事实 放 到 一 起 ， 给 出 
g(n) > (1 + o(1))lgn 


+ 282- 


这 就 完成 了 证 明 . 口 


Ramachandra, Shorey 和 Tijdeman 证 明了 : 对 每 个 = > 0 均 
有 (gn)? = O(g(n)).Cramér 一 个 著名 猜想 是 说 : 相 邻 素数 之 差 
dn = pn41 — Pn 为 O((lgpa)?). 所 以 由 Cramér 猜想 可 推出 Grimm 
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附 x 2 


关于 素数 定理 的 一 些 可 能 会 获得 奖 的 工作 h Paul T.Bateman 
建议 ): 

1. 切 比 雪夫 (Pavnuty L.Tschebycheff) 两 篇 文章 : Sur la fonc- 
tion qui détermine la totalité des nombres premiers inférieurs à une 
limite donnée, Journal de Math.17 (1852), 341-365; Mémoire sur 
les nombres premiers, Journal de Math. 17 (1852), 366-390. 


2. 424& (Bernhard Riemann) 的 文章 Über die Anzahl der 
Primzahlen unter einer gegebenen Grósse, Monatberichte der Kónig- 
lichen Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin aus 
dem Jahre 1859 (1860), 671~680. 


3. 阿达 玛 (Jacques Hadamard) 的 两 篇 文章 : ”Etude sur les 
propriétés des fonctions entieres et en particulier d'une fonction con- 
sidérée par Riemann, Journal de Math. 9 (1893), 171—215; Sur 
la distribution des zéros de la fonction ¢(s) et ses conséquences 
arithmétiques, Bulletin de la Soc. Math.de France 24 (1896), 199 ~ 
220. 


4. 德 拉 ' BR - 布 桑 (Charles-Jean de la Vallée Poussin) 的 


两 篇 文章 : Recherches analytiques sur la théorie des nombres pre- 


miers; Premiére partie: La fonction ¢(s) de Riemann et les nombres 
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premiers en général, Annales de la Soc. Scientifique de Bruzelles 
20 (1896), 183—256: Sur la fonction «(s) de Riemann et le nom- 
bre des nombres premiers inférieurs à une limite donnée Mémoires 
couronnés et autres mémoires publiés par l’Acad. Royale des Sci- 
ences, des Lettres et des Beauz-Arts de Belgique 59, No.1, 1899 ~ 
1900, 74. 


5. 郎 道 (Edmund Landau) 论文 Neuer Beweis des Primzahlsat- 
zes und Beweis des Primidealsatzes, Math. Annalen 56 (1903), 645 ~ 
670; Über die Wurzeln der Zetafunktion, Math. Zeitschrift 20(1924), 
98~ 104. 他 的 书 Handbuch der Lahre von der Verteilung der Primz- 
ahlen, Teubner , Leipzig, 1909, 和 文章 


6. 里 特 伍德 (John E.Littlewood) 对 于 分 析 和 素数 分 布 理 
论 的 许多 贡献 . 特别 是 他 的 两 篇 文章 Quelques conséquences de 
l'hypothése que la foncton «(s) de Riemann n'a pas de zéros dans 
le demiplan RE(s) > + Comptes Rendus de l'Acad.des Sciences, 
Paris, 154 (1912), 263~266; Sur la distribution des nombres pre- 
miers, Comptes Rendus de l'Acad.des Sciences, Paris, 158 (1914), 
1869-1872. 他 与 哈 迪 (G.H.Hardy) 合作 论文 “ Contributions to 
the theory of the Riemann zeta function and the theory of the dis- 
tribution of primes”, Acta Math. 41 (1917), 119~196. 以 及 他 关 
T s- RRA L- 函数 的 工作 . 


7.1933 年 Bócher 奖 获 得 者 维 纳 (Norbert Wiener) 的 长 篇 文 
章 “ Tauberian theorems”, Annals of Math. (2)33(1932), 1~100. 
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8. 维 诺 格拉 多 夫 (Ivan M. Vinogradov) 关于 指数 和 的 工作 ， 
特别 是 他 的 三 篇 文章 “On Weyl's sums", Mat.Sbornik 42 (1935), 
521~529; A new method of resolving certain general questions of the 
theory of numbers, Mat.Sbornik 43 (1936), 9~19; “A new method 
of estimation of trigonometrical sums” ,Mat. Sbornik 43(1936),175 ~ 
188. 


9. f£ (Arne Beurling) 的 文章 “ Analyse de la loi asympto- 
tique de la distribution des nombres premiers généralisés ", ^ Acta 
Math. 68(1937), 255-291. 


10. XRH (Atle Selberg) 对 于 zeta 函数 和 素数 分 布 理 论 的 
贡献 ， 特别 是 他 的 文章 “An elementary proof of the prime number 
theorem", Annals of Math. (2) 50 (1949), 305~313. 


11.1951 年 Cole 奖 获得 者 埃 尔 多 斯 (Paul Erdós) 关于 数论 的 
许多 工作 , 特别 是 他 的 文章 “ On a new method in elementary num- 
ber theory which leads to an elementary proof of the prime number 
”, Proceedings of the National Acad.of Sciences of the 
U.S.A. 35 (1949), 374~385. 


theorem 


12. 纽曼 (Donald J.Newman) 对 分 析 和 数论 的 贡献 .特别 是 
他 的 文章 “ Simple analytic proof of the prime number theorem ”, 
The American Math.Monthly 87 (1980), 603~696. 
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10 000 以 内 的 素数 


149 
197 
257 
313 
379 
439 
499 
571 
631 
691 
761 
829 
907 
977 
1039 
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1187 
1259 
1319 
1427 
1483 
1553 
1613 
1697 
1777 
1867 
1933 
2011 


19 
61 
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787 
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929 
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1061 
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1213 
1283 
1361 
1439 
1493 
1571 
1627 
1721 
1789 
1877 
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2293 
2371 
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2539 
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2749 
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3517 
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3659 
3733 
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4001 
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4943 
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2441 
2543 
2633 
2693 
2753 
2837 
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3347 
3449 
3527 
3583 
3671 
3739 
3833 
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4157 
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4337 
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4513 
4597 
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4871 
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5011 


+ 332- 


2447 
2549 
2647 
2699 
2767 
2843 
2927 
3019 
3109 
3203 
3299 
3359 
3457 
3529 
3593 
3673 
3761 
3847 
3919 
4007 
4091 
4159 
4253 
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4441 
4517 
4603 
4679 
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4877 
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2083 
2143 
2243 
2311 
2383 
2459 
2551 
2657 
2707 
2777 
2851 
2939 
3023 
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3209 
3301 
3361 
3461 
3533 
3607 
3677 
3767 
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3923 
4013 
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4621 
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2203 
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2503 
2593 
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2729 
2801 
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2969 
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3167 
3251 
3323 
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3491 
3557 
3631 
3709 
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3947 
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4129 
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4283 
4391 
4481 
4561 
4649 
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4813 
4931 
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2207 
2281 
2351 
2417 
2521 
2609 
2683 
2731 
2803 
2897 
2971 
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3169 
3253 
3329 
3407 
3499 
3559 
3637 
3719 
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3889 
3967 
4051 
4133 
4229 
4289 
4397 
4483 
4567 
4651 
4733 
4817 
4933 
4999 
5081 


2129 
2213 
2287 
2357 
2423 
2531 
2617 
2687 
2741 
2819 
2903 
2999 
3079 
3181 
3257 
3331 
3413 
3511 
3571 
3643 
3727 
3821 
3907 
3989 
4057 
4139 
4231 
4297 
4409 
4493 
4583 
4657 
4751 
4831 
4937 
5003 
5087 


5099 
5189 
5281 
5393 
5449 
5527 
5641 
5701 
5801 
5861 
5953 
6067 
6143 
6229 
6311 
6373 
6481 
6577 
6679 
6763 
6841 
6947 
7001 
7109 
7211 
7307 
7417 
7507 
7573 
7649 
7727 
7841 
7927 
8039 
8117 
8221 
8293 


5101 
5197 
5297 
5399 
5471 
5531 
5647 
5711 
5807 
5867 
5981 
6073 
6151 
6247 
6317 
6379 
6491 
6581 
6689 
6779 
6857 
6949 
7013 
7121 
7213 
7309 
7433 
7517 
7577 
7669 
7741 
7853 
7933 
8053 
8123 
8231 
8297 


5107 
5209 
5303 
5407 
5477 
5557 
5651 
5717 
5813 
5869 
5987 
6079 
6163 
6257 
6323 
6389 
6521 
6599 
6691 
6781 
6863 
6959 
7019 
7127 
7219 
7321 
7451 
7523 
7583 
7673 
7753 
7867 
7937 
8059 
8147 
8233 
8311 


5113 
5227 
5309 
5413 
5479 
5563 
5653 
5737 
5821 
5879 
6007 
6089 
6173 
6263 
6329 
6397 
6529 
6607 
6701 
6791 
6869 
6961 
7027 
7129 
7229 
7331 
7457 
7529 
7589 
7681 
7757 
7873 
7949 
8069 
8161 
8237 
8317 


5119 
5231 
5323 
5417 
5483 
5569 
5657 
5741 
5827 
5881 
6011 
6091 
6197 
6269 
6337 
6421 
6547 
6619 
6703 
6793 
6871 
6967 
7039 
7151 
7237 
7333 
7459 
7537 
7591 
7687 
7759 
7877 
7951 
8081 
8167 
8243 
8329 


5147 
5233 
5333 
5419 
5501 
5573 
5659 
5743 
5839 
5897 
6029 
6101 
6199 
6271 
6343 
6427 
6551 
6637 
6709 
6803 
6883 
6971 
7043 
7159 
7243 
7349 
7477 
7541 
7603 
7691 
7789 
7879 
7963 
8087 
8171 
8263 
8353 


5153 
5237 
5347 
5431 
5503 
5581 
5669 
5749 
5843 
5903 
6037 
6113 
6203 
6277 
6353 
6449 
6553 
6653 
6719 
6823 
6899 
6977 
7057 
7177 
7247 
7351 
7481 
7547 
7607 
7699 
7793 
7883 
7993 
8089 
8179 
8269 
8363 


5167 
5261 
5351 
5437 
5507 
5591 
5683 
5779 
5849 
5923 
6043 
6121 
6211 
6287 
6359 
6451 
6563 
6659 
6733 
6827 
6907 
6983 
7069 
7187 
7253 
7369 
7487 
7549 
7621 
7703 
7817 
7901 
8009 
8093 
8191 
8273 
8369 


5171 
5273 
5381 
5441 
5519 
5623 
5689 
5783 
5851 
5927 
6047 
6131 
6217 
6299 
6361 
6469 
6569 
6661 
6737 
6829 
6911 
6991 
7079 
7193 
7283 
7393 
7489 
7559 
7639 
7717 
7823 
7907 
8011 
8101 
8209 
8287 
8377 


5179 
5279 
5387 
5443 
5521 
5639 
5693 
5791 
5857 
5939 
6053 
6133 
6221 
6301 
6367 
6473 
6571 
6673 
6761 
6833 
6917 
6997 
7103 
7207 
7297 
7411 
7499 
7561 
7643 
7723 
7829 
7919 
8017 
8111 
8219 
8291 
8387 
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8389 
8513 
8599 
8681 
8747 
8837 
8933 
9013 
9127 
9203 
9293 
9391 
9461 
9539 
9643 
9739 
9817 
9901 


8419 
8521 
8609 
8689 
8753 
8839 
8941 
9029 
9133 
9209 
9311 
9397 
9463 
9547 
9649 
9743 
9829 
9907 
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8423 
8527 
8623 
8693 
8761 
8849 
8951 
9041 
9137 
9221 
9319 
9403 
9467 
9551 
9661 
9749 
9833 
9923 


8429 
8537 
8627 
8699 
8779 
8861 
8963 
9043 
9151 
9227 
9323 
9413 
9473 
9587 
9677 
9767 
9839 
9929 


8443 
8543 
8641 
8713 
8803 
8867 
8971 
9059 
9161 
9241 
9341 
9421 
9491 
9613 
9689 
9781 
9857 
9941 


8447 
8563 
8647 
8719 
8807 
8887 
8999 
9067 
9173 
9257 
9343 
9431 
9497 
9619 
9697 
9787 
9859 
9949 


8461 
8573 
8663 
8731 
8819 
8893 
9001 
9091 
9181 
9277 
9349 
9433 
9511 
9623 
9719 
9791 
9871 
9967 


8467 
8581 
8669 
8737 
8821 
8923 
9007 
9103 
9187 
9281 
9371 
9437 
9521 
9629 
9721 
9803 
9883 
9973 


8501 
8597 
8677 
8741 
8831 
8929 
9011 
9109 
9199 
9283 
9377 
9439 
9533 
9631 
9733 
9811 
9887 


1. #8 p 最 小 原 根 18 
2. Fibonacci fll Lucas 数 «e 58 
LE BOQ RE 1 aE oh 59 
4. Pell B --- cece eesc cece ence cee III HH enn 60 
5. U(4,3) AV (4,3) e e eee ete eee eee 61 
6. 已 被 完全 分 解 的 费 马 数 eee e n cece eens 72 
7. 部 分 被 分 解 的 费 马 数 pp 73 
8. 案 因 子 未 定 的 合成 费 马 数 ee 74 
9. Mersenne 素数 M,q < 7000 000-+ +--+ 00sec esse cece eee 81 
10. 对 于 一 些 基 的 最 小 拟 素数 eee 96 
11. 25 x 10? 以 内 对 于 基 2,3,5 的 spspo e 100 
12. 表示 全 部 素数 的 多 项 式 e 159 
13. 取 值 不 同 数 集合 的 多 项 式 eee 160 
14. w(x) 的 值 并 与 z/lgz, Li(z), R(z) 比较 n 169 
15. 黎 曼 zeta 函数 的 非 平 凡 零 点 e 184 
16. 挛 生 素数 对 的 个 数 pp 203 
17. 已 知 的 最 大 挛 生 素数 对 eee 204 
18. P(x), EPr(x),S P(x) 和 ON (T) n rete erence 229 
19. Carmichael 数 的 素 因子 个 数 ee 229 
20. 不 超过 z 的 S.Germain 素数 个 数 S2 1(z) 20-2 237 
21. 已 知 的 大 Germain 素数 sse 238 
22. 被 p 除 尽 的 费 马 商 ee 243 
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23. Jl (a^ —1)/(a -HRE e eee eee eee 246 


24. 已 知 的 最 大 非 梅 森 素数 eee nnn 249 
25. Cullen 素数 CR 251 
26. 已 知 最 大 的 Woodall 素数 Wn pp 251 
27. 许多 初 值 均 为 合成 数 的 多 项 式 ene 272 
28. 许多 初 值 均 为 合成 数 的 多 项 式 Xe eene 272 
29. 形 如 m 4-189383 eee 275 
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记录 的 目录 


形 如 et oe + ee 2 
使 (mn -1 的 合成 数 n 29 
最 大 素数 或 者 为 合成 费 马 数 eree 74 
最 大 梅森 素数 e 80 
BOKHEREROHU He 81 
最 大 Carmichael E. e 104 
由 一 般 性 素性 试验 所 判定 的 最 大 素数 e e e e n n n e e n m 118 
最 大 回 文 素数 HH 123 
奇妙 的 素数 HH 125 
线性 多 项 式 的 连续 初始 素数 值 emen 142 
三 项 式 z? +0 +q 的 连续 初始 素数 值 env nnn 149 
二 次 多 项 式 的 连续 初始 素数 值 …… 152 
二 次 多 项 式 素数 值 的 最 大 个 数 …… en 153 
X? X A 的 最 小 素 因子 的 最 大 值 e eee 155 
z(r) 的 最 大 准确 值 m 181 
Li(z) 一 mlz) 的 符号 变化 e 182 
RRB zeta 函数 的 非 平凡 零点 e eee eee ee 183 
相 邻 素数 的 最 大 差 值 e e eee eee eee nee 195 
p<6x 10! Bt pim] 的 最 大 值 nem 195 
相 邻 素数 差 的 增长 速度 eee 197 
挛 生 素数 个 数 ra(z) 的 最 大 准确 值 e e 666 203 
最 大 挛 生 素数 对 eee 203 


， 337- 


计生 素数 的 最 相国 204 


T2.6(Z),T46(z) 和 Ta,6,s(z) 的 最 大 准确 值 6 207 
最 大 的 素数 三 元 组 ， 四 元 组 和 五 元 组 66m 207 
林 尼 克 常 数 .pp 215 
算术 级 数 中 的 最 长 素数 列 eee 216 
算术 级 数 中 的 最 长 相 邻 素数 列 219 
Schnirelmann 43 «IIR 222 
哥 德 巴赫 猜想 的 验证 eH 223 
TERR ANAK TERR eB 235 
最 大 的 Germain 素数 eee 238 
最 大 Cunningham 链 pp 238 
Wieferich 素数 pp 239 
满足 ar~! = 1(mod p?) HY a [È ee 243 
Wilson RR «eee III 243 
ZAE 1 "EA 244 
最 小 Sierpinski 3E BI 247 
Fea kx 2^ E 1(k > 1) 的 最 大 素数 .pp 248 
最 大 的 非 梅 森 素 数 pp 248 
形 如 N? +1 BR x bY + 1(2 4b) 的 最 大 素数 ens 250 
X? X + 和 中 素数 的 相对 密度 的 常数 值 C(A) n 276 
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一 些 最 新 的 记录 


26 RAK 

J.B.Cosgrave 和 他 的 Proth-Gallot 小 组 在 2003 年 10 月 10 日 
发 现 了 一 个 目前 所 知道 的 最 大 合成 费 马 数 . 他 们 证 明了 : 746190 
位 的 素数 3 . 22478785 + 1 整除 F2478782. 这 个 记录 打破 了 本 小 组 8 
个 月 前 的 结果 . 

到 2004 年 底 ， 总 共 知道 217 个 费 马 数 为 合成 数 . 


2.7 Mersenne 数 

采用 GIMPS( 见 2.7 节 ) 发 现 了 两 个 新 的 Mersenne RH. M. 
Shafer 于 2003 年 11 月 17 日 发 现 了 第 40 个 已 知 的 Mersenne 素 
数 220996011 _ 1, 而 J. Findley 于 2004 年 5 月 15 日 发 现 了 第 41 个 
已 知 的 Mersenne 素数 224036583 _ 1. 后 一 个 素数 有 7235733 位 . 

指数 在 8700000 以 下 的 所 有 Mersenne 数 现在 都 检测 完毕 并 
做 了 重复 检测 . 


2.11B 更 多 的 素性 检测 

素数 判定 椭圆 曲线 算法 的 记录 已 大 为 提高 ,为 了 反映 这 个 方法 
所 显示 的 进步 ,让 我 们 比较 在 一 个 单 处 理 器 的 PC 机 (如 M.Matin 
的 设备 ) 上 工作 的 一 个 程序 所 实行 的 检测 . 用 这 种 方法 所 判定 出 
的 最 大 素数 为 7760 位 的 E27ez/(101 x 137 x 193). 这 里 E, WB n 
个 欧 拉 数 ， 由 此 得 知 这 个 大 素数 是 E- 不 正规 的 (定义 见 作者 的 著 
作 《 关 于 费 马 大 定理 的 13 个 讲义 》 第 203 页 ). 证 明 由 M.Oakes 
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给 出 ， 而 这 个 数 本 身 同时 也 由 D.Broadhurst 所 独立 决定 . 

F.Morain 给 出 素数 判定 椭圆 曲线 算法 的 一 个 分 布 式 程序 ， 使 
用 个 人 电脑 网 络 .采用 这 种 设计 ,证 明了 15071 位 的 奇妙 数 44052638 
十 26384405 是 素数 , 其 素性 判定 的 计算 工作 是 由 J. Franke, T. Klein- 
jung, F. Morain 和 T. Wirth 完成 的 . 


2.110 超大 素数 和 奇妙 数 

到 2004 年 8 HJ, 目前 已 知 的 5000 个 最 大 素数 都 超过 50000 
fy. 目前 已 知 的 超过 109 的 素数 有 5 个 . 

目前 所 知 的 最 大 回 文 素数 是 由 H.Dubner 在 2004 年 5 月 发 
现 的 ， 它 是 120017 位 的 10120016 + 1726271 x 1080005 + 1. Dubner 
也 决定 了 一 些 三 重 回 文 素数 ， 最 大 的 一 个 为 98689 位 的 1095689 一 
429151924 x 1019340 — 1, 是 和 J.K.Andersen 一 起 发 现 的 . 

对 于 由 一 个 数字 d 后 面 连 续 一 些 9 所 构成 的 素数 ， 新 的 记录 
是 由 JSun 等 人 于 2004 年 1 月 发 现 的 9 x 10107663 — 1 (d= 8). 


241D 因子 分 解 

用 特殊 的 数 域 得 法 (SNFS) 得 到 的 因子 分 解 记录 为 将 2184241 
的 因子 2821 + 241) + 工 加 以 分 解 ， 它 是 88 位 和 160 位 的 两 个 素数 
之 积 ， 是 由 日 本 人 Aoki,Kida,Shimoyama,Sonoda 和 Ueda F 2004 
年 4 月 4 日 宣布 的 . 

用 一 般 的 数 域 第 法 所 分 解 的 最 大 数 见 下 面 所 述 . 


2.1E 公 钥 密码 体制 

新 的 RSA 挑战 数 是 按 二 进 制 长 度 方式 设计 的 . 这 种 挑战 数 首 
先 被 J.Franke 和 T.Kleinjung 领导 的 研究 小 组 所 分 解 . 他 们 于 2003 
年 12 月 3 日 报告 说 , 成 功 地 分 解 了 174 位 (对 十 进 制 ) 的 RSA-576. 
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JH ABC (GNFS) 决定 出 它 的 两 个 87 位 的 因子 . 


42B 素数 间 院 

T.Oliviera e Silva 于 2004 年 1 月 对 于 107 以 内 搜索 了 全 
部 素数 间隙 值 ， 给 出 一 个 新 的 最 大 间隙 值 m = 1219, 其 中 
plm] = 80873624627234849. 间隙 度 为 31.31, 是 已 知 的 第 二 大 间 
px BE. 

在 此 之 前 ， 只 知 p[1047] 的 上 界 ， 现 在 知道 它 就 是 p[1047] 的 
值 , 即 间隙 m = 1047 第 一 次 发 生 之 处 . 于 是 第 一 个 未 确定 的 pim) 
值 为 m = 1093. 

目前 所 知 的 最 大 间隙 值 是 m = 233821, 即 恰好 有 连续 233821 
个 合成 数 , 由 J.L.Gómez Pardo 所 决定 . 他 还 使 用 M.Martin ECPP 
设备 证 明了 两 端 ( 均 为 5878 位 数 ) 是 素数 ， 证 明 于 2003 年 8 月 完 
成 . 

2004 年 5 H, H.Rosenthal 和 J.K.Andersen 决定 了 两 个 86853 
位 的 数 可 能 为 素数 ， 这 两 个 数 之 间 是 连续 2254929 个 合成 数 ， 如 
果 他 们 的 证 明 可 被 严格 的 验证 ， 这 将 是 第 一 个 被 决定 的 超过 10° 
的 素数 间隙 ， 间 陈 度 为 11.27. 


A3 "EHE 

VA rz(z) 表示 不 超过 z 的 挛 生 素数 对 的 个 数 .， P. Sebah 和 P. 
Demichel 在 2002 年 7 月 决定 出 ra(1016) = 10304195697298. 对 于 
h =1,2,3,4,5, 他 们 算出 的 x2z(h x 1015) 和 T. Nicely 早先 用 不 同 
方法 独立 算出 的 值 完 全 一 致 “ 

在 上 述 计算 中 ，P.Sebah 还 给 出 对 Brun 常数 的 新 估计 值 B = 
1.902160583104 .…. 

T.Oliveira e Silva 在 2004 年 2 月 给 出 目前 所 知 最 大 的 关于 


2341… 


mo(r) 数值 表 ， 由 此 表 知 m2 (1017) = 90948839353159. 


44 k- 素数 组 
只 有 两 种 形式 的 3- 素数 组 的 记录 被 打破 , 由 D.Broadhurst 从 
4135 位 改进 到 4259 位 . 


45C 算术 级 数 中 的 素数 链 

M. Frind, P. Jobling 和 P. Underwood 于 2004 4E 7 H 24 H 
发 现 了 算术 级 数 中 23 个 素数 组 成 的 素数 链 ， 第 一 个 素数 为 
p = 56211383760397, 公差 为 d = 44546738095860. 至 此 ， 保 持 11 
年 的 记录 终于 被 刷新 . 


4.6 Goldbach 猜想 
T.Oliviera e Silva 对 于 2.7 x 1019 以 下 的 偶数 均 验 证 了 Gold- 
bach 狂想 . 


5.6 ğkxb +1 

12 个 天 值 被 认为 可 能 是 Sierpinski E, HE k = 5359 在 2003 
年 12 月 被 排除 ， 因 为 发 现 了 5359 x 25054502 + ] 为 素数 .这 也 是 
目前 所 知 非 Mersenne 素数 当中 的 最 大 素数 . 下 表 列 出 这 类 素数 当 
中 最 大 的 8 个 ， 其 中 6 个 为 广义 费 马 数 ， 而 有 形式 3x 2" +1 的 
两 个 是 目前 所 知 两 个 最 大 费 马 合成 数 的 因子 . 

Éim k x 2^ — 1 的 已 知 最 大 素数 为 448724 位 的 2232007 x 
101490605 _1, 是 J. Sun, P. Jobling 和 J. Penné 于 2003 年 发 现 的 . 

形 如 kx b^ 41 (k > 1,b > 2) 的 最 大 素数 是 由 T. Wolter, M. 
Rodenkirch 等 人 于 2003 年 发 现 的 83660 x 7253999 — 1 (155390 位 ) 
和 由 I. Buechel, W. Keller, G. Woltman 和 Y. Gallot 于 2004 年 发 


+ 342 . 


现 的 2 x 452334421 + 1 (125824 位 ). 


已 知 的 8 个 最 大 非 Mersenne 素数 


Z * 位 数 发 现 者 时 间 (年 ) 
5359 x 25054502 十 1 1521561 R.Sundquist, L.Helm, 2003 
D.Norris et al. 
13729302" +1 804474 —— D.Heuer, P.Carmody 2003 
and Y.Gallot 
13612442" +1 803988  D.Heuer, P.Carmody 2004 
and Y.Gallot 
11766942 +1 795695 D.Heuer, P.Carmody 2003 
and Y.Gallot 
5721862" +1 754652 Y.Gallot, P.Carmody 2004 
3 x 22478785 + 1 746190 J.Cosgrave, P.Jobling, 2003 
G.Woltman and Y.Gallot 
1308162" +1 670651 M.Angel, P.Carmody 2003 
and Y.Gallot 
3 x 22145353 十 1 645817 J.Cosgrave, P.Jobling, 2003 


G.Woltman and Y.Gallot 


5.7. 素数 和 二 阶 线性 递归 

H.Lifchitz 和 R.Lifchitz 扩大 了 可 能 Fibonacci 素数 Un 和 可 能 
Lucas 素数 Vn 的 清单 . 他 们 加 入 了 U397379, U433781, V344293, V3874335 
Va4s6o9, V532277 和 Vs74219, 最 后 一 个 数 有 120005 位 . 


+ 343 . 


数学 名 著 译 从 

拓扑 空间 论 

代数 特征 值 问 题 

数学 概观 

常 微分 方程 

数学 与 猜想 

代数 几何 

数学 一 一 它 的 内 容 ， 方 法 和 意义 

微 积分 和 数学 分 析 引 论 

代数 数理 论 讲义 

非 线 性 及 泛 函 分 析 一 一 数学 分 析 中 的 非 线性 问题 讲义 
数学 的 发 现 一 一 对 解 题 的 理解 、 研 究 和 讲授 
代数 拓扑 基础 

博大 精深 的 素数 


ISBN 978-7-03-017370-6 
| | | | 

| 
9178703011737061> 


